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出版说明 


“华罗庚是他那个时代的世界级领袖数学家之一,对于中国近代数学发展作出 
了重大贡献”.“他的绝大部分工作时间是在中国度过的.如果今天有许多中国数 
学家能在科学前沿作出突出贡献的话，如果数学在中国能享有异常普遍荨重的话, 
那就要在很大程度上归功于作为学者与导师的华罗庚五十年来对于中国数学事业 
的领导和贡献”.这是国际数学界对他的赞誉，并称他为一位奇才，他有卓越的个 
人学术成就，同时他是一位历史上罕见的发展本国数学的数学思想家、实践家. 

华罗庚受到的正规教育仅到初中毕业，之后读了一年多职业学校，即主要靠自 
学成为伟大的数学家，无疑他要比通常的数学家付出更多的辛劳.他是我国解析数 
论、自守函数论、多复变函数论、典型域上的调和分析、典型群、除环论、数值分 
析中的数论方法及应用数学等众多领域的创始人与开拓者，他的一些著作已经成为 
这些领域的经典文献. 

华罗庚是一位爱国数学家.在抗日战争刚开始时，他即从英国回到中国，在云 
南昆明执教于西南联合大学直至抗战胜利.中华人民共和国刚成立，他即放弃在美 
国伊利诺依大学的终身教授职务，率全家于1950年回到祖国，担负起领导中国数 
学发展的工作达三十余年，直到去世. 

华罗庚非常关心同时注意培养年轻数学家，并能和同事们共同讨论切磋.早在 
昆明时期，受他影响而成为著名数学家的有段学复、闵嗣鹤、樊几、徐贤修等人. 
1950年以后，受他影响与在他直接领导之下工作的人就更多了，如冯康、越民义、 
万哲先、陆启铿、龚升、许孔时、王元、陈景润、丁石孙、丁夏哇、王光寅、张里千、 
陈希孺、吴方、魏道政、严士健、潘承洞、任建华、石钟慈、许以超、冯克勤等人. 
他还为大学生写了不少教科书. 

华罗庚很重视科学普及工作及数学方法在工业生产中的应用.他是我国数学 
竞赛活动的创始人并为中学生写了不少课外读物.华罗康持续了近二十年在中国各 
省、市、自治区普及推广工业生产中的数学方法，给工人们讲课，产生了很好的经 
济效益和社会效益.长期跟他一起工作的有陈德泉、计雷、李之杰、徐伟宣、杨德 
庄等人.他非常重视发展应用数学的探索创新工作，与他密切合作的有王元,受他 
学术思想、方法论引领与影响下工作的有曾肯成、裴定 一 、方开泰、杨德庄等人. 

当然，华罗庚也得到了他的前辈对他的教导与培养，得到了他的同辈数学家对 
他的关心与帮助.特别在他年轻处于最困难处境的时候，得到了熊庆来、杨武之、叶 
企荪等先生对他的提拔与帮助. 



出版说明 


我们应该全面总结华罗庚的 一生， 以便后辈们能更好地以他为榜样，将中国的 
数学事业搞上去，更好地服务于祖国.同时，研究华罗庚无疑也是中国近代数学史 
研究的重要任务之一. 

科学出版社邀请长期与华罗庚一起工作的几个学生负责编辑《华罗庚文集》， 
无疑是一项非常有眼光的举措.作为他的学生与晚辈，我们都愿意积极奉献力量. 
我们将首先编辑出版他的原始论文与学术专著，将按数论、代数几何、分析、应用 
数学来分类编辑. 

最后，我们在此对于支持这项工作的单位与友好人士表示衷心的感谢，特别要 
感谢中国科学院数学与系统科学研究院的创新资金的支持，感谢国家出版基金的支 
持，感谢中国科学院知识创新工程资助项目“中国近现代科学技术发展综合研究” 
(KJCX-W6) 与国家自然科学基金委 “20世纪数学史”研究项目 (2052100) 的支持. 
科学出版社的编辑同志对本书的出版做了大量深入细致的工作，在此一并感谢. 


《华罗庚文集》应用数学卷编辑组 
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在纪念数学大师华罗庚100周年华诞之际，纵观中国应用数学发展史，从探路 
工作以及始于1958年的数学普及工作，到创造型工作（以闻名国际的华-王方法为 
代表),到应用数学人才的培养工作，人们清楚地看到了华罗庚和王元对中国应用数 
学发展的引领和推动作用，他们是探路人和开 拓者； 人们还清楚地看到他们的应用 
数学工作始终就密不可分.他们是应用数学紧密合作（团队式工作）的典范.因此, 
出版他们的应用数学文集，科学的、恰当的做法，就是把华、王的工作成果放在一 
起 出版. 这就是本书在编辑时最初确定的书名为《华罗庚、王元应用数学文集》的 
缘由.但是，王元认为他的应用数学一直都是在华老指导与影响下，与他共同进行 
的，应该属于“华罗庚应用数学体系与工作”中的一部分，应该以华罗庚冠名出文 
集是最适当的，所以本文集最后定名为 《华 罗庚 文集： 应用数学卷》. 

紧密合作的典范 

1. 探路工作的密不可分 

为什么要探路？ 

数学是什么？应用数学是什么？应用数学应该是什么样子？时至今日，国际数 
学界仍在争论 之中. 众所周知,尽管有争论,但是对于纯粹数学研究而言，国际上己 
有几百年来逐步形成的一种套路可循,而应用数学则没有.因此,各国为发展本国 
的应用数学的领头人，首先要探路（通俗地讲,就是应用数学搞什么？怎么搞?) . 

数学研究，领头的数学家的视点，具有导向作用，纯粹数学是如此（如 Hilbert 
1900年提出的23个问题，就是他汇总了前人的观点，加他本人的感悟，形成的一 
种对数学今后发展的观点，它影响了 20世纪的数学发展方向),应用数学也是如此. 
在探索中国应用数学之路时，需要观点导向，在中国应用数学起步时，导向观点集 
中体现在华罗庚、王元合作的文章《有限与无穷，离散与连续》中.因为应用数学主 
要涉及数学外部的实际问题和纯粹数学与别的学科（分支）的交叉应用的问题，它 
要构建数学模型或重构数学模型，它还要研究对棋型的数值求解的好算法.因此, 
《有限与无穷，离散与连续》的辩证统一的观点与技巧，极为重要.文中的观点与实 
例导引人们对离散性、非线性、随机性的特殊视角，那是近年来应用数学家才充分 
认识到的“三性”难点，在20世纪五六十年代华罗庚和王元就已点明了.文中还强 
调了离散问题特殊性和离散逼近思想的重要性. 
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探路工作还需要寻找“问题”. 

华罗庚和王元认为“问题”对纯粹数学研究和应用数学研究一样重要，这与许 
多著名数学家观点一致，比如 M. Atiyah 就强调“问题”在数学发展中起关键作用. 
但是，应用数学“问题”的寻觅与纯粹数学不同.纯粹数学“问题”主要来自数学内 
部，大置的猜想和各纯粹数学分支文献中的问题展现在读者的面前，应用数学的问 
题多来自数学的外部,寻找这样的“问题”具有相当的难度，多数“问题”还只是自 
然语言的表述，未形成数学 问题； 即使与纯粹数学有关的应用数学“问题”，没有洞 
察力和数学的慧敏，也难以捕捉到.华罗庚和王元从事应用数学工作起步时,首先 
要寻觅应用数学“问题”.他们毕竞首先是纯粹数学家，在中国对应用数学需求先 
天不足的那个时代，他们只好先从书本上、文献上找“问题”.他们成功了，他们找 
到了 “问题”.他们在寻找“问题”的工作上,就密不可分,那是一个个过程,是一 
个个有趣的故事.这里叙述两个故事.华罗庚想到采矿与水利等方面可能有数学问 
题，于是他让王元到北京各有关部门去了解情况.王元在北京矿业学院的教师那里 
借来了几本“矿体几何学” 的书. 华罗庚从他的朋友陆漱芬那里学到了地理学家计 
算坡地表面积的方法.这样结合起来，他们共同找到了应用数学 的第一 个“问题”， 
研究完成了第一篇应用数学论文.第二个故事是“华-王方法”的“问题”，关于数 
论在多重积分近似计算中的应用问题.苏联是世界数学强国，1957年苏联科学院的 
工作总结中提到了两项重要数学成果，两项之一为数论在多重积分近似计算中的应 
用.有一篇俄文的文章中讲到积分近似计算中的蒙特卡罗方法，讲到其中所需的随 
机数服从一致分布等.王元拿了文章去找华罗庚谈.那天华罗庚很累，不想看.王 
元说: “就看这一行，行不行?”华罗庚看后很兴奋 地说: “蒙特卡罗方法实质上就是 
数论中的一致分布论的应用，这就好像隔着一层纸，戳穿了就那么一点点东西.”此 
时他们俩心有灵犀一点通，已经共同洞察到这个问题更深层的数学现象.他们立即 
捕捉住他们共同寻觅的“问題”.这是他们共同寻觅的第二个“问题”. 

2. 创造型攻关研究的紧密合作. 


纯粹数学研究成果主要靠纯粹数学家个体完成的.比如，华罗庚、王元、陈景 
润在数论领域的辉煌成就，都是靠他们个人的聪慧才智登上了别人达不到的高峰. 
当然也有特例，比如，“对于整整一代人来说,哈代、利特伍德的合作主宰了英国的 
纯粹数学，也在很大程度上主宰了世界的解析数论.但是至今没有人知道他们是如 
何合作的”.应用数学攻关研究要靠团队的合作力童，华罗庚、王元从事应用数学 
研究一开始，就给后来人树立了榜样.他们对共同寻找到的应用数学问题进行攻关 
研究时，紧密合作.对于第一个“问题”，华罗庚首先证明了一个漂亮的不等式 
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{ V , B , S 分别表示地理学家伏尔柯夫方法、矿业学家包曼方法求坡面面积的极限 
结果, S 是坡面的真面积). 

王元用华罗庚的方法对“矿体几何学”书上介绍的估计矿床体积的方法进行理 
论探讨，得到了一系列好 结果. 他们一起只用一点微积分，只用了 12页，就把300 
多页的“矿体几何学”上的计算方法全写出 来了. “关于在等高线图上计算矿藏储 
量与坡地面积的问题”，就是他们共同攻关的第一个“问题”的成果. 

对于第二个“问题”，华罗庚、王元密切合作进行攻关研究就更精彩了.就在 
1958年,华罗庚与王元在苏联的 《科学 通报》上见到数论方法用于髙维数值积分的 
第一篇理论文章，他们有特殊的敏感性和洞察力，看到了更深层的问题，他们立即 
开展深入研究.他们从2维入手，华罗庚猜出用斐波那契数列来构造2维一致分布 
点列的方法可以得到最佳求积公式，王元只用两页纸就证明了一个重要的公式，虽 
然同时代其他数学家也得到同样的结果，但所用的方法要间接而麻烦得多. 

接着，他们要转向高维空间，华罗庚凭他特有的数学直觉，从斐波那契数列中 
相邻两数之比是黄金数 ^ 的渐近分数出发，又提出理想的思路.但高维问题逻 
辑推理遇到了困难.他们仍然紧密合作进行攻关研究，有半年多时间,王元一清早就 
去华罗庚家，在他家一起进早餐，饭后就演算，但仍无进展，攻关陷入困境.后来新 
的转机出现了，是历史的巧合，也是播种与收获.他们的攻关研究在中国第一台电 
子管电子计算机上算出结果.华罗庚正是中国电子计算机研制的倡导者和组织者， 
由于他的工作，中国才有了第一台电子管计算机.攻关成功还在于王元的另一个创 
造性思维，他借助文献的启发，放弃了逻辑推导来证明定理的手段，改用计算机模 
拟的手段，即根据华罗庚关于分圆域的想法，编了一个计算程序，先在台式计算器 
上算出点列,然后请计算所的人在电子计算机上算出这个点列对应的求积公式的最 
大误差,最终在电子计算机上算出了结果.这是华罗庚、王元的密切合作的成果，它 
是一个“构造性的方法”.计算量是 logn 数量级，而一般的计算量是 n 2 数量级.他 
们把结果发表在 《中国 科学》的《研究简报》栏上.“文革”爆发后，他们的工作中 
断了.至1972年，华罗庚参加了由廖承志率领的一个代表团访问了日本.日本数 
学家告诉他，“华-王方法”很成功，并在有关文献中看到了首次以“华-王方法”来 
命名他们的成果.“文革”结束前夕,他们将研究结果写成几篇论文发表在《中国科 
学》上，并着手撰写专著 《数 论在近似分析中的应用》，全面总结了这一领域的成 
就，该书于1978年由科学出版社出版.1981年，施普林格出版社与科学出版社联合 
出版了这本书的英文版. 

我们将两位数学家华罗庚、王元关于“华-王方法”陆续发表的论文，以及施普 
林格出版社与科学出版社联合出版英文版《数论在近似分析中的应用》一并编辑出 
版.做出范式以便后来者评读. 

用计算机模拟代替逻辑推导来证明定理的手段，不但产生了 “华-王方法'而 
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且在中国可能是最早成功的范例.计算机模拟技术，后来发展为计算机仿真技术, 
其核心是数学技术，俄罗斯数学家 A . A . Samarskii 称其为“数值实验”方法，并称 
其为一种新的科学方法. 

“华-王方法”的产生，还给人们一个 启示： 灵活性的重要性，假若华罗庚、王 
元坚持用逻辑推导来证明定理的手段不放弃，可能要很长时间才出成果，而且还失 
去了创造性的构造性方法的产生.灵活地转换手法和途径，是应用数学家最重要的 
素质之 一. 

华罗庚与王元的密切合作，完全不同于哈代与利特伍德的合作.他们的数学思 
想、方法技巧的结合，我们可以从王元的相关回忆文章中得到更深刻的感悟. 

这项工作能够顺利完成是华罗庚与王元密切合作的结果，王元非常感谢华罗庚 
对他的指导，并屡次提出宝贵的原始数学 思想； 华罗庚也对王元提出来要研究这一 
课题而感到满意，他在一张字条上谦虚地写道“被王元拉上一条路”，又写道“我对 
蒹特卡罗方法的一知半解，就是在年轻人帮助之下学来的”，真是“多年师生成兄 
弟，共同学习共钻研”. 

“一些对华罗庚了解不探的人往往以为他的最大优点是逻辑推导与计算能力 
强，其实他最强的数学才能恰好是他的数学直觉.华罗庚的另一个特点是先从一个 
具体而简单的特例着手研究的单刀直入式的研究方式 . ” 

两个层面的工作，两种不同的成果 

华罗庚、王元在中国发展应用数学，一直是在两个层面上开展 工作： 一个层面 
是普及型，另一个层面是创造型.普及型工作分成 两类： 一类是面向中学生的，另 
一类是面向大众的.面向大众的普及型工作和创造型工作都始于1958年.那一年, 
全国首次推广运筹学中的线性规划方法-一中国独特的“图上作业法”，曾形成 
群众运动,并在山东济南召开过现 场会; 那一年，在应用数学人才培养方面,在新创 
建的中国科学技术大学，设立“应用数学与计算技术系”(这是在高校首次开办应用 
数学 系)， 华罗庚、王元从基础课教学开始，在中国科大培养应用数学 人才； 还在那 
一年，华罗庚、王元探索创造型层面的研究也开始了.就在那一年，他们找到了后 
来世称“华-王方法”的“问题”，从找到“问题”并立即投入研究，持续到1978年 
科学出版社出版专著，再到1981年施普林格和科学出版社联合出版专著的英文版， 
一系列高水平成果遍布在这20多年期间（尽管“文革”中中断了几 年)； 另一项创 
造型的研究——数学在国民经济中的应用，同一时间也开始了，有关思想和成果 
在“有限与无穷，离散与连续”中已有展示，这项工作被盗毁于“文革”期间，华罗 
庚在1981年开始又重新回忆并加上新的创造形成新的成果，王元又对这个成果进 
行整理改写，到此为止，也时续了 20多年. 
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华罗庚的前期数学普及工作，从1958年开始到1960年,除了普及“线性规划” 
外，还有农村“麦场设置”，以他名义曾在《光明日报》和《数学学报》上发表过有 
关文章，王元与万哲先执笔写了 《物 资调运工作中的数学方法》一书，王元与朱永 
津等又执笔撰写了一本教科书《线性规划的理论及其应用》.这些都未收录到本文 
集中. 华罗庚的后期数学普及工作始于1965年，以普及推广统筹法、优选法为主 
要内容.统筹法、优选法也是从书本、文献中选出来的,但与创造型不同,创造型挑 
选的是“问题”，普及型挑选的是“方法”，是“技术”，是可以加工成通俗易懂的方 
法或技术.华罗庚在“学术上洞察之深、选材之妙、加工之巧、表达之深入浅出”， 
他写的普及读本，真正让大众看得懂、学得会、用得上、见成效.在编辑这本文集 
时，普及型的文集首选的是两个评话，它是普及著作的精品，是范本. 

华罗庚面向中学生的教学普及著作精品已有专辑出版.一般说来,它不属于应 
用数学文集范围，本文集不再重复刊登.但有一文例外，“谈谈与蜂房结构有关的数 
学问题”，它既是给中学生讲的数学普及读物，又是从刊物上找到的应用数学“问 
题”的研究成果.蜂房的优化结构、生物现象、自然界奇迹，其中最迷人的是数学现 
象.小小的蜜蜂怎么解决蜂房优化结构的数学问题.华罗庚的“始之以有趣”、“好 
奇”，使他放不下在通俗读物上看到的奇观，他抓住了这个“问题”，展开研究.怎 
么展开,怎么深入，怎么……,只要看他写的十六个小标题,任何人都会被吸引住 （0 
楔子、一有趣、二困惑、三访实、四解题、五浅化、六慎微、七切方、八疑古、九正 
题、十设问、十一代数、十二几何、十三推广、十四极限、十五抽象).这又是一篇 
创造型的范文. 

应用统计中的数论方法，“问题”来自实际一导弹设计中提出的试验设计 
问题.王元、方开泰提出的“均匀设计”是具有独创性的成果.“追本溯源，若无华 
罗庚对近似分析中数论方法的倡导与工作，很难设想这项工作能在中国这样快地发 
展起来，所以也应该部分地归功于华罗庚”.本文集选用了这领域的几篇最重要的, 
与数学关系较多原创性文章. 

华罗庚曾写过《数学方法与国民 经济》 一书的征求意见初稿，该书分三部分， 
用“前言”、“中论”、“后语”分开.该书初稿中提到“在本世纪（指20世纪）中叶 
……想把国民经济提上去的愿望，明知学识和经验不足，宁可放着驾轻就熟的理论 
专长于第二位，硬着头皮进行尝试，初步归纳出12 个字： 大统筹，广优选，联运输， 
策发展.再经过发展，又提出36字：大统筹，广优选，联运输，精统计，抓质量，理数 
据，建系统，策发展，利工具，巧计算，重实践，明真理. 

从12字发展到36字.以建系统，策发展的“正特征矢量法”的优化经济数学 
理论与技术为终结.该书未经作者审定出版，本文集也未把这部分内容收集在内. 

华罗庚在评论一个人的工作时，曾说过“一个人的工作有几项，比如讲有两三 
项，在历史上留下来就很了不起.一个人一辈子发表了几百篇论文,许多著作，真正 





能在历史上记一笔的就那么几项，其他就随风飙了”.他在谈自己工作时，在应用 
数学方面，就提到了 两项： 其一就是数论在近似分析中的应用（华-王方 法); 其二是 
经济系统优化方法，并且他把它和普及统筹法、优选法放在一起.他说从60年代 
初开始，为中国经济建设服务的应用数学工作，主要是建了一个“门”，“门”字的 
两竖杠是两根 柱子：一边是 “统筹法”，另一边是“优选 法”； “门”的横梁是“正 
特征矢量法”.他明确指出.统筹法和优选法可以作为他经济系统优化理论与方法 
(技术）的基础性方法（技术). 

本文集仅收集华罗庚、王元的应用数学方面己发表的论文，不包含他们纯粹数 
学方面的论文.即使应用数学方面，也不是他们的全部工作的反映,这与纯粹数学 
不同，因为应用数学的许多工作是不能以论文形式发表的.再者，我们也不做他们 
的成果评价，只不过应用数学特殊性（人们对它的认识等方面)，我们不得不多花了 
—些笔墨去描述，比如探路工作、工作特点、普及型、创造型 等等； 但是，从文集的 
文章还不能全面反映他们应用数学观点和方法论特色，比如数学现象、数学技术、 
数学工程、模型论、算法论、团队论、交叉综合论等观点.请见附录2、 3. 

两个层面的工作和两种不同的成果，还要补充几句话.首先两者工作过程和工 
作模式不同，我们用以下框图 表示： 



框图表示意在给人以明快、直观的逻辑思维模式和整体的工作流程.从框图可 
见： 

创造型研究，始于“问题”，经过奋力攻关，形成的成果是产生新的数学技术 
(新的数学方法)，同时产生直接或间接的效益. 

例如， 

①始于“数论在近似分析中的应用”的问题 ： 奋力攻关后，产生了 “华-王方 
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法”（新的数学技术).应用于各个领域，产生了效益，也具有很髙的学术水平. 

②始于中国经济背景的“经济优化发展”问题，奋力攻关后，产生了 “正特征 
矢量法”（新的数学技术).它与列昂铁夫的“投入产生法” 不同： “投入产生法”意 
在经济系统的 平衡； “正特征矢量法”旨在经济系统的优化发展，给出优化发展的 
策略.“正特征矢置法”，虽未有实践，那是因为各种条件限制以及认知不足，终究 
可能会被采用的，华罗庚的学生们一直在为此而努力.即使在西方经济，社会发展 
条件下，列昂铁夫的“投入产出法 ”(1936 年提出）也经过了 11年 （1947 年）才在实 
际中列出第一张投入产出表. 

普及推广型，始于数学技术（数学方法)，经过成功的加工运作，努力普及推广, 
产生直接（或间接）的经济社会效益. 

华罗庚的普及数学技术工作与众不同，极具创造性.在广度、深度上都是史无 
前例的，形成了规模空前宏大的群众运动.他在普及文本加工时，采用通俗易懂的 
平话形式，并用高超的、深入浅出的、形象化的讲授方式向大众介绍数学技术.他 
的普及数学工作是开创性的，在国际上引起了极大反响，“从来没有一位数学家有 
他这么多的听众”、“百万人的数学”，产生“万项成果”的效益，“对所有数学家是 
一种挑战”. 

本文集的编撰得到王元老师的指导和帮助，还得到华老亲属的关怀和帮助，以 
及中国科学院自然科学史研究所张利华研宄员的全力支持和帮助，她不仅帮助收集 
文献,还帮助编缉文集和修改有关说明性文章，“华罗庚应用数学与信息科学研究 
中心”的全体研宄人员也给予大力支持和帮助，特别是“华中心”的华光常务副主 
任,始终把编撰本文集作为发展他父亲的应用数学事业的大事与编者一起工作，在 
此一并表示衷心的感谢. 


华罗庚应用数学与信息科学研究中心主任 
杨德庄 

2009年8月 
























目 录 


第一章 创造型工作（ II )、探路( III )之代表作 . 1 

• 计划经济大范围最优化的数学理论 . （华罗庚 ） 3 

• 关于经济优化平衡的数学理论 . （华罗庚 ） 39 

第二章数学普及工作之初（探路 （ IV >) 及后期数学普及工作 . 55 

•数学普及之初简介 . 57 

• 统筹方法平话及补充 . （华罗庚 ） 61 

• 优选法平话及补充 . （华罗庚 ） 98 

•优选学 . （华罗庚 ） 137 

附录（1>历程、倡导 . 285 

附录（ II )应用数学之观点与方法论 . 288 

附录（ III )数学现象、数学技术和数学工程 . 319 















第一幸 

创造型工作( II )、振路( III )之代表作 

• 计划经济大范围最优化的数学理论 . (华罗庚 ） 3 

• 关于经济优化平衡的数学理论 . (华罗庚>39 










计划经济大范围最优化的数学理论 


3- 


计划经济大范围最优化的数学理论 

( I )量综与消耗系数方阵 

华罗庚 

(中国科学院，北京） 

引 言 

在《回忆马克思、恩格斯》第一册中，拉法格⑴写下了以下的回忆 :“他 （马克 
思）还认为一种科学只有在成功地运用数学时，才算达到完善的地步 

苏联涅姆钦诺夫院士 ! 2 1指出： “在这方面，经济科学不能有任何例外这句话 
无疑是正确的.他还将经济学与天文学进行比较来论述他的看法.他 说:“ 天文学 
是最精密的科学，尽管在开始宇宙航行之前它还没有一点可能性来检验自己假设的 
正确性和直接在星际空间进行试验.天文学之所以成为精密科学,是由于数学方法 
在加工天体运行的观察时的应用.经济学成为精密科学的可能性更大些，因为它的 
对象处于日常的业务观察和统计观察之下 W .” 

对这一比较，虽然会有不同的看法.例如，时至今日，天文学竞比经济学更早地 
成为精密的科学了.事实上，早在星际航行之前，天文学家早就先算出了海王星的 
存在及其轨道和位置,然后才发现海王星——因此人们羡称之为铅笔尖上的行星. 
而星际航行的试验，只不过是发现海王星，冥王星之后的又一个验证而己. 

虽然如此，我们且撇开不谈究竟那个“可能性”更大些的无谓争论，而用事实 
来阐明马克思的 论断. 我们尝试着把数学方法更有效地用到经济领域中去.从五十 
年代以来，在实际中，从理论上看到了数学方法真正用在经济领域中的可能性，写 
了不少手稿，在“十年浩劫”中荡然无存. 

但在党的十二大的号召下，深知这方面研究的重要性.因此，竭尽精力地回忆， 
忘年奋勇地创造，写出了一系列文章.现在先发表一些摘要，作为阐明马克思论点 
的一个开端,抛砖引玉,如此而已.至于马克思著作的其他指导作用，将在文中逐步 
指出_ 


产量综（或产综或量综) 


社会中的经济结构是复杂的.有各种各样的产品，各种各样的劳务,其间有错 



. 4 • 


华罗庚文集 


综复杂的关系.怎样处理之？人类文明开始之后，就发明了货币制 a ， 一直延续到今 
天. 把以吨计的钢铁，以赶计的电力，以立方米计的天然气，用吨公里计的运输量， 
以台数计的机器设备（例如多少标准台的拖拉机)，甚至各种劳务、教育、科学研究、 
文化费用，分别用货币的数量来表示各种产品在同一的货币单位（如人民币）来进 
行按价交换. 

也正因为有了币制，生产，消费等一切社会经济活动便都可以用同一个单位来 
计箅.甚至于整个社会的总财富，每年的生产总值都可以用统一的单位 • -货币 
来表达，来衡 量社会 生产的消长和变化. 

在历史上，货币起过很大的作用，并且在相当长的时间内还将起大作用.但货 
币毕竟是货币，而不是实物与劳务.不能正确反映不同物品的价格定得是否得当，是 
否合理，还有各种劳务所产生的经济效果怎样计算，等等.加之通货的膨胀和收缩, 
还有为了各种原因不得不有人为的补貼、税率等等.同一种物品可能有几种不同的 
价格，如不变价格、调配价格、自由市场价格、国际市场价格，资本主义社会还有竞 
争价格或垄断价格等等.所以一方面要承认货币的重要性，另一方面也要看到货币 
制度所产生的缺点和不可依赖的一面. 

数学方法在于从若干简单的基本概念或几个基本假设入手，运用逻辑推理得出 
结论，然后在实际中验证它的正确性.如果结论不正确，又可以反过来检査出基本 
假设或概念的不足处，把原定的假定和概念进行局部修改，甚至全部推倒重来. 
现在我们引进一个简单的概念产综（或产量综). 

人们通常遇到的是一种产品的变化，而实际上，在社会上，各种产品是互相关 
联，互相制约地发生变化的，因此引起如下的概念. 

把组成社会生产的多种重要产品或劳务按号码排列起来如1, 2,… ， i , …， n . 
其中第 i 种产品的单位以 Pi 表示之.例如第 i 种产品是钢，则 Pi 就 是吨; 若第 i 种 
产品是电,巧就 是瓧; 如果第 i 种产品是布，则 Pi 就 是尺; 码或米. 

如果第 i 种产品的数量是:个单位，则整体可以用量 

$= (*1，… , X n ) 

表之.这个矢量便称为产综（或产量综).整个国民经济的变化便是产综的变化—— 
整体的变化. 

例如开始生产时的产综是 

第 j 年的产综是于是整个经济的发展变化是 

妥⑼―》里⑴― ► • ■ • 里⑴ 


本文1983年10月18日收到. 
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研究经济的变化发展就是要研究产综的变化情况.各产品按同一比例增加，用数学 
式子表示就是罢 W =巧里 (0), 成倍增长则可以表成为 c 是逐年的增长倍 
数. 

消耗系数方阵（或称结构方阵） 

设初始产综是里 (1) ) = ( s (°), ••- , gf ). 第一年度将 j 类产品分配给 i 类的数量 
(用于再生产或其他 i 的）^为¥是整个分配情况可以通过表1来表示 


表1 
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mm 
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因此得到 

i=l 

用产综的矢量形式来表示，就是里 (D > = ^$ W (»), 这里 g ( D ) ⑷表示分配给第 i 类 
的产综. 

一年（或其他单位时间）后所生产出的产综是 

Z ⑴ = (34”,." ，故)). ⑵ 

命 

它的意 思是： 每生产一个 P < 单位的 i 类产品要消耗掉 af 个单位的第 j 类产品. 
以⑶式代入⑴式得到 

^=±^, ⑷ 

i=l 


或写成矩阵形式就是 


里⑼=里⑴>1， 


(5) 
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或 

这里 A = ( ajf ), l ^ i , j < n 称为第一年度的消耗系数方阵或结构方阵. 

如果消耗系数方阵4不因年份而变,那么连续施行 Z 次，便得 到第/ 年所得的 

产综 


里 (0 =里 ( 0 )A 乂 


⑺ 


特征矢量法 


命 g 表示>1的最大正特征根.已知 * 对不可分拆的 A 相应于 S 有（除相差一 
比例正因子外）唯一的正元素矢量 B 使 


uA = g^, ( 8 ) 

同样有唯一的正元素矢量纟（除一比例正因子外）使 


= gi/, 


⑼ 


这里 f 表示 g 的转置列 矢量. 

$ 果; r (G) 就是特征矢量 g (习知对应于 5 的其他正元素特征矢童一定等于 
QM, a 是一正数)，那么由归纳吾容易证明 

里⑴ =士里⑼. (10) 

这说明了，如果 g (()) 是 -4 的特征矢量，也就是说，如果 S 八举产昀产_爷部分 
E 圩筚時征笨韋每分、:昀 哮例 窣萍，那么每部 P 昀丰产暈郁弗以 1/s 昀愔萆成审増 
长,并且可以诋明增长速度不可能超堪1/.9.即现阶段的朱一情况下，如依 M 的比例 
缉缉丰产，帑佘帚郅翠亊 M 增长淳莩. 

不仅如此，还可以 证明： 4 1不毕哆吼则车产憤远一率舍朱孝平衛， 

Wik —裊 这里先暂不证明,但举一例子以明其意义. 

例 子 

我们且不谈一般的71，而取 n = 2.如果&与呈不成比例，我们将说明一定会 
出现危机.假定农业的标号是1，制造业的标号是 2. 

. 华罗庚，高等数 ill 论余篇,§4,定理 1. 待发表. 
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我们以农业产量是45个单位，制造业产童是20个单位开始，即里⑼= (45, 20). 
消耗系数方阵为 

A = J_( 25 14 \ 

_ Too ^ 40 12 )' 

容易算得它的逆方阵为 

4 _i = 占 f 12 14 V 

13、40 -25 ) 

A 的唯一（除相差一比例因子外）正元素特征矢量为 

M = (爭 ( V 2407+ 13),20) = (44.34397483,20). 


表2 


年份 1 

农产品 

制造业产品 

生产增长倍数 

取来 

45 

20 

农业 

制造业 

第年 

100 

50 

2.2 

2.5 

第二年 

307.7 

57.7 

3.08 

1.15 

第三年 

-532.5 ] 

1102.1 

| 出现负值，无法生产下去 


如果取初始产综为= (45,20), 由表2可见里( 3 ) = (-532.5,1102.1), 也就 
是说，到第三年就出现 I 7 负号，这是绝对不允许出现&现象.这个例子说明，第一 
年还好，第二年比例失调，第三年生产不下去了.农业出现负值时，表示在第三年 
某一时刻，农业原料消耗光了.现在取为精确到三位小数的也即 go ) = 
(44.344,20), 由表3可见到前四年都是稳^的生产增长率 2.32 倍,秦五年开&失去 
平衡，第八年垮了. 


表3 


年份 


农产品 

制造业产品 j 

农产品增加倍数 

制造业产品增加倍数 

原 

来 

44.344 

20 



.1 年 I 

103.02 

46.466 

2.323 

2.323 

2 

年 

239.37 

107.95 

2.323 

2.323 

3 

年 

556.11 

250.86 

2.323 

2.323 

4 

年 

1292.80 

582.24 

2.324 

2.320 

5年 

2990.60 

1362.90 

2.313 

2.340 

6 

年 

7165.50 

2998.20 

2.395 

2.199 

7 

年 1 

13054 

9754.70 

1.821 

3.253 

8年 

89821 

-23501 

出现负值，无法生产下去 
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又如更精密 些圣⑼ 为精确到八位小数的 M ，即里 (0) = (44.34397483, 20), 则由 
表4可见,前八年6^生产有稳定的增长率 2.323, 而<号在第十三年时出现.值得指 
出 的是： 命 a = 44.34397483, 则负号在里( 13 > 中出现，但如果用 a ± 10_ 8 来代替, 
那么在中就出现负号.由此看出经示系统的攀 寧举， 可不慎哉. 


表4 


年份 


农产品 

制造业产品 

农业产品增加倍数 

制造业产品增加倍数 

原 

来 

44.34397483 

20 



1 

±_I 

103.0278084 , 

46.46755677 

2.323377840 

2.3233777838 

2 

年 

239.3725266 

107.9616920 

2.323377835 

2.323377847 

3 

± _ | 

556.1528311 , 

250.8357971 

2.323377870 

2.3233779787 

4 

年 1 

1292.153043 

582.7864257 

2.323377624 

2.3233778211 

5 

^_, 

3002.161733 

1354.031525 

2.323379376 

2.323375195 

6 

年 

6975.123164 

3145.952354 

2.323366888 

2.323396682 

7 

年 

16206.39085 

7308.813628 

2.323455868 

2.323243585 

8 

_ 1 

37644.55958 

16988.12738 

2.32282X899 

2.324334461 

9年 

87611.68481 

39354.09595 

2.327339880 

2.316664684 

10年 

201086.0079 ' 

93350.45708 

2.295196221 

2.372064579 

11 


508071.6108 

185170.2630 

2.526638308 

1.983603174 

12年 

503827.3809 | 

955286.9140 

0.9916463942 

5.158965043 

13年 

12371364.61 

-6472534.430 

出现负值，无法计算下去 


附 记 

也许有人会提出特征值与其特征矢量的计算比较困难.对于大的 n ， 例如当 n 
等于几百或上千时，有关特征值和特征矢量的计算，大型计算机也有一定的困难. 
但这个困难是一般会灵活巧用现代计算技术的人所能克服的.不仅如此，对给定的 
与消耗系数方阵 A 我们还能够算出能平衡多少年，以及多少年后将会出现危 
ii 等等.有关这些，就不在这里多说了.熟悉计算的同志不难补出. 

参考文献 

[1] 马克思恩格斯回忆录第一册“摩尔和将军”，人民出版社，1982, 93. 

[2] 涅姆钦诺夫，经济数学方法和模型，商务印书馆，1981, 12-13. 
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计划经济大范围最优化的数学理论 

( II )消耗系数 
( III )正特征矢量法的数学证明 
华罗庚 

(中国科学院，北京） 

( II ) 

消耗系数如何求得？（ I )中讲过用公式 

来求，实际上也可以用统计方法求得. 

以炼钢耗煤为例，每一钢厂的每一炉钢都有记录用煤多少，累积一个月，可以 
算得月平均数及其标准离差.同样也可以计算得年平均数及其标准离差.国家可以 
根据各钢厂的产量来加权平均，得出炼一吨钢要用多少煤的消耗系数.这样做至少 
有以下几个好处 ： （1) 分清理白，不至于把生活用煤及其他消耗（如运输消耗）都混 
在 一起； （2) 各厂之间可以比 先进; （3) 可以经常与世界先进水平 比较; （4) 奖励先进 
有标准，同时对那些厂应当进行技术更新，或淘汰关停有了依据. 

这里也顺便提出一个纯数学问题.把看成随机变量，如果 a<j 的平均值 
是 Sy ， 标准离差是(70，问 A 的最大特征值的分布参数是什么？另一问题是假设 

A(^(i = 1, •••, 0的分布参数为已知，问0 的分布参数如何（再进一 
步，极限 



的情况如何？这里 MAW ) 是沦的最大正特征根，又为了保证极限的存在，必须添 
加那一些合理的假设)？ 

这套数学方法也许对其他科学领域也有用处.人们熟知 x ^ A 1 型问题的用途 
了，但现在讨论的是 x ^ A ~ l 型的问题.这种考虑可能会有一些新的苗头，但这儿 
不准备 深入. 



- 10- 
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本文只准备指出两个简单的 性质. 这些性质在直觉上是正确的，但是为了数学 
严格性,还是给它一个数学证明. 

若方阵 A , B 满足•彡= 1，2,…， n ), 就用 A 彡 B 表示之 • 

定理1假定非负方阵>1是不可分 拆的. 则由 A ^ B 可以推出< g ( B ). 
证不难证明 



而 tr ( W ) 是 oy 的非负系数多项式，因此由 a y < 6 y 立刻得到 
tr ⑷ tr(B0 

己明所证.由此得 

定理 2 任何一个消耗系数的降低只会提高而不会减低生产的增长率. 

降低消耗系数的方法可以根据专业的情况进行技术革新或引进新工艺等等.但 
最一般 和易用的办法是利用“优选 法”. 这个方法技术人员及工人易于学会，并且 
可以在不影响生产的情况下进行. 

如果经过对比，发现某一生产部门的消耗系数和国内外先进水平有差距，并且 
经过计算，知道这一系数的改进将对速度的增长有较大的影响，则我们就可以有根 
据地定出并且他们是发展生产中的关键课题_这比起从文献到文献找 
寻研究课题要有根据些，对生产更有利益些（也许这也可以给负责领导全面科学研 
究的同志们，添了一个辅助决策的工具，而不至在“公说公有理，婆说婆有理”的情 
况下无所适从，难分先后.这样选出来的研究课题能符合实际需要,那就更无待言 
了) • 

由此可以看到，我们荦个琿诊隼饵李 m 稃率萆方哼±.弯了这方呼 w 疋帶择芣 
犟，茸韋间昀电例咪晕种车产$产韋的本谆. 華晕木 時堪根的增傘，離是我 
Ci 产聿增珣昀偖萆 . i 一种产品的增加倍数都是一样的,这就是实现了 s 比例增加. 
照这种比例，增长速度最快. 

附记 •• 1. 用这方法来得到消耗系数方阵可能更恰当些.但在全面考虑中，用原 
来所用的方法则较为简易 . 2. 以下的事实在今后作概率计算时可能有用，也附录于 
此. 问题： 

(1) 特征根 g ^ G , 特征矢量 M > e 的非负矩阵的密率. 

我们可以证明适合于 （1) 的 A 彡0的密率可以分三部分（即 Jacobian ). ⑴与 
9 相关的;⑻与/ X 相关的; ( iii ) 与 Stochastic 方阵有关的.这也许将来对己知的 
概率分布而求出 5 的概率分布有关.也就是当知道的误差分布，可以算出的 


本文1983年10月18日收到. 
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误差分布.这问题可能有其理论上的价值.但与本文关系不大，我们就留给研究概 
率理论的同志们去考虑了. 


(III) 

在（ I )中我们仅举一个简单的例子，两种产品的数学例子，说明了从消耗系 
数出发，研究生产按同一比例增加发展最快的问题.一般讲来 n 类产品的生产按同 
—比例 A 增长的数学表达式是 



用矢量符号表达就是 

入*( 0 > = ® ⑴. (2) 

由（丨）的⑹式可知以此代入⑺式得 


即 A - 1 是4的正特征根，其对应的特征矢量是 * ⑼，而且； rW 是正特征矢量，用 

> 0表之. 

由 Perron-FVobinuis 定理' 一个不可分拆的非负方阵 >1( 用 >1^0 表之)，一定 
有一个正的最大特征根 .9, 其对应的特征矢量 M 是正的（也就是 /x 的每一支量都是 
正的)，而且正特征矢量只有一个（可能相差一个正倍数即也是正特征矢量). 
(因此，各部门要按同一比例发展就必然有* (0) =叫,其增长率一定就是 A = 1/ 5 . 

依这方法生产，则称为正特征矢量法. 

我们现在研究一个反问题， 如果* 不是特征矢量，是否还能保持 

xA~ l , 1 = 1,2 ,…… ⑷ 

永远是正矢量，用符号 xA - 1 > 0记之. 

显然有一反例，如果4是广义置换方阵，则 A - 1 也是非负方阵，因此常有 
xA~ l > 0 , 

除此之外，还有其他力有此性质否？回答是以 下的： 

定理1 (基本定理）命4是一不可分拆的原非负方阵，则任何一非4的正特 
征矢量必有一屹(> 0)，使 i 时 


*#， (5) 

*华罗庚，高等数学引论余篇,第九章§4,定理1、2,待发表. 
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—定是变号矢量，即此矢量有些分量是正，有些是负. 

这一定理的证明较长,不在此给出了.但解释一下上面所提到的一些数学概念. 
当然这对已读过拙著“髙等数学引论余篇”的同志就是多余的了. 

首先是广义置换方阵，这方阵每一行（及每一列）只有一个正数.这些方阵成 
一群,称为广义置换群 G , 例如 



A 3 = AiA 2 A 3 /, …… . 

其次,可分拆方阵> 1 ，是指在群 G 中，有一元素 T ■使 

…(： t )， 


这儿 a = 4 )，々= 4 n_i) . 如果也 = 0 , 则 A 称可完全分拆 • 

原方阵是指不存在一个正数 <7使 是完全可分拆. 

我所以重复这些概念，是为了在以后更易于看出问题的本质. 

虽然本文中将不证明这一基本定理，但其重要含义我们必须 指出： 如果 * 不 
是消耗系数方阵的特征矢童，总有一天我们的经济系统是要失调的，甚至于要崩溃 
的.但一切数学不能无限精密，因此，稍一不慎就要失去平衡，甚至于崩溃.这说明 
了一条哲学 原理： 任何经济系统平衡是暂时的，不平衡是经常的. 

如果我们掌握了这一规律, K 睪不啤堆行个调荦，鵷可以俾举们 昀丰产 枣攀不 
咿卒平衝部俾喂抵弯个準动，不‘于串琛木单啥十. 

另一标准也可以得出正特征矢量法是最好的. 

定理 2 

• W) 1 

max mm —^rr = —. 

®(0)>0K*<n g 

证不妨假定 

X 1 x j x j+l Xn 

这儿 n 
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0 3 = 1- 如果 a 2 i = <131 = … = Onl = 0,则 A 是可分拆的方阵.如不然，不妨 
设 a nl / 0,以 W ) - e 代替#，则 a ^ M 0 ) 的分母4。)= 亡 办⑷减少了，即 




我们可以取适当小的 e , 使 


'W y 


(2 < t < n ). 


这说明，我们找到了另一个 a ; (Q) 使 






ii ) 1 <j < n . 如果 


< h + l,l 0 . j + i t 2 , 


则 A 可分拆，不然可用上法使 （6) 式左边大于 

中只要有两个不等，我们一定可以找到一个更大的 


因此可知 


5L ： 
㉟， ' 


min n Jj . 当且仅当# = A ^ Q) = XY , a ki x l k l ) 时取极值，即入- 1 是特征根， * ⑴ 


是正特征矢量.而正特征矢量仅有一个，故得定理. 


本定理的意义是，如果以 




作为衡量增长速度的标准，则必然 


以特征矢量法为最好. 
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(IV)数学模型（矛盾论的运用） 

(V)论调整 

(VI)生产能力的上限，表格 
华罗庚 

(中国科学院，北京） 


(IV) 

也许有人认为“你所讨论的数学棋型是片面的，既没有考虑到外界投入的产量， 
又没有考虑到消费，而把所生产出来的全部都投入了再生产”.这批评是对的，但 
这正是关键所在. 

马克思 (1818-1883) 在他的不朽名著“资本论”中早就指出了社会的总生产分 
为两个 部类： 第一部类是生产资料的生产，第二部类是消费品的生产.后来凯恩斯 
(1883-1946) 也在全部生产支出中把用于消费的支出和用于生产的投资分开. 

列昂节夫创造性地提出了投入产出法是一个重要贡献，但他把性质不同的两类 
型合在一个表上，算出消耗系数表，因而导致混淆，因此涅姆钦诺夫认 为：“ 整个生 
产过程的最优化，是很复杂的问题，为了解决这种最优任务暂时还没有创立相应的 
数学方法，……对大范围的经济行为进行数学描述，大概只有在不远的将来才有 
可能 

实质上，按照矛盾论的思想，“不同质的矛盾，只有用不同质的方法才能解决”. 
在出现了矛盾之后，首先要分主要的和次要的.当然在经济邻域里第一部类的产品 
是主要的，因为没有生产也就没有消费了.所以我们先研究只有第一部类的模型, 
我们就引进了正特征矢量法.“捉住了这个主要矛盾，一切问题就迎刃而解了”.这 
是我们先研究第一部类，而以后再研究包括第二部类的思想方法的背景. 

从数学角度来讲，非负方阵核心是不可分拆的部分.如果笼统地研究非负方阵, 
不区别不可分拆与可分拆，则正特征矢量可能不存在，也可能有无穷个,这样混淆 
就难于处理了.而先弄清不可分拆的情况，可分拆的情况也就较易于处理了.在处 
理这个问题时，我们体会到哲学、经济学、数学间联系的重要性.当然马克思主义 
的哲学思想是根本，数学仅是工具，被利用到经济学上来的工具之一.从为数众多 
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的投入产出法的资料也看到了生产资料部类所列出的消耗系数方阵一般是不可分 
拆的，而行政开支，国防费用，文化教育,输入输出往往都使结构方阵成为可分拆方 
阵. 

实质上包括第二部类产品后的数学模型可以概括成为 

x (0_ € W = x («+i) j4) (1) 

这里的巧包括政府的开支，人民的生活、文化和教育，对外出口，减去对内的进 
口（注意4 ⑴ 前是负号)，投资折旧等等.一般地说这个矢量不属于具体工作 
者所掌握，大都由政府的政策决定.但可能领导先给出若干指示,然后根据这些指 
示，由具体工作的同志做出不同方案,分析哪些是可能的，哪些是不可能的，对可能 
的计划连同经济指标,提供领导作最后的决策.必须指出，有时通过输出或其他手 
段减少某些产品的数量，反而会有助于而不是减慢我们的经济发展（见 I 所举的例 
子).输入更是应当用来加强而不是破坏或扰乱我们的平衡.总之，以正特征矢量的 
支 ft 比为依据. 

现在用/3 (()) 表示一个暂不确定的矢 S . —旦 /3 ( q ) 决定后，就可由 

^ =I3 (1+1) A-0 W , l = (2) 

逐个定出 /3 (l) (i = 1,2,…）来.由 （1) 与⑵式可得 

+ 妒> = (*(*+” +妒+”)乂， 

这样就与 （1) 式中表达的形式相同了. 

如果取尽⑼使*(°> + ^ (0) 是正特征矢量 u ， 则由归纳法可以算出 

»“) + /3(0 = 士 (a ; ⑼ + /3( 0 )) = ^u, 

当然我们应当重新检査是否是非负矢量. 

总之，我们的问题归纳为有了 P ), 要确定用归纳法可以证明 

#+1) = ( 在 (0) + ^( oj ^- a + i ) + ^ Wa ~ 1 + ••■ + ⑶ 

这 说明： 如果在输出输入、政府开支、人民生活等方面，通过适当选取使 
成为>1的特征矢量，这样不但有利于生产,而且使我们的计算也大大化简. 

当然也可以从 （2) 式或等价的 

^(*+1) = (4) 

本文 1983 年 10 月 18 日收到. 
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逐个地定出 泛 然后问矢量*(0+/3«是否含有负的分量？ 由政策决定.如果 
能够给出一个大致的要求，例如政府的开支每年增加的比例如何？人民生活的增长 
速度又如何等等，假如这些都依一定的规律变化，那么我们的预测也就可以更可靠 
了， 也就是预测的可靠性，固然一方面依靠预测者的水平，而更重要的是政府的决 
策. 

(V) 

前面己经 说明： n 维空间第一象限中的任何一点都可以成为初始产综*的，而 
能保证以最高经济增长率发展的 *(<« 则组成 n 维空间中的一条直线，也就是全体 
正特征矢貴构成的射线称为特征矢量线.所以不仅少到了是测度为零的问题，而且 
还仅仅是 n 维空间的一条射线的点集.所以能达到最高增长率的可能性渺渺乎其 
小哉！如果让生产系统自然发展而不加以控制，必然会走上不平衡的道路，最后导 
致危机. 

现在来考察一个给定矢童*与正特征矢童线的距离.设 u 是一正特征矢量， 
则 a ; 与正特征矢量 au(a > 0) 间的距离平方为 

(x - au) (x — au)'. 

因为 

xx'—2aux' + a 2 uu 

=uu'(a - ux'/uu') 2 + xx' — (ux’) 2 /uw’ 

^xx' — (ux') 2 /uu', 

所以当 a = ux'/uu' (设为 6) 时,该距离最小，也即 0 ：与特征矢量线的距离平方为 

s(x) = XX,' — (u* , ) 2 /uu , . 

因为用 cm 代替 u 后, eOc ) 的值不变，所以它是一个与特征矢量 W 的选取无关的 
数.如果 

e(®) = 0， 

则 a ： 就是一特征 矢量; 而若 

e(x) ^ e 2 , 


则肯定有 


|xi - OjUil < e (» = 1,2, • •• , n ), 
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也就是 x 与 6 m 的对应分量相差都不超过 e . 

有了 “正特征矢量法”，就有了标准,例如各部门生产能力的比例如何？我们希 
望它们间的比例能够符合正特征矢量各分量间的比例，从而可使经济以最高速度发 
展.不然也希望 e (*) 越小越好. 

人民生活所需和政府开支可能有些伸缩性，对输入输出我们也有主动权，可以 
希望作为一个总体投入生产的数量符合正特征矢童分量间的比例.有了最大特征 
根及正特征矢暈,一切计算都简化了. 

注意： 如果不加调整，任其自然发展,经济一定会走上崩溃之路[见( III )],崩溃 
的现象出现于! rW 含有负分量之时. 

结论: “调整”不是头痛医头，脚痛医脚，必须经过全面计算，找出方案来.“正 
特征矢量法”正是解决这个问题的方法,而且理论 证明： 只有用此法才好.不然拍拍 
脑袋抓重点，将会失去 平衡； 失去平衡而不及时调整，则难免成为不可收拾的局面. 
当然调整是不可避免的，因为以上理论证明了不平衡性是经常的，而平衡是短暂的. 
在了解了与正特征矢量的差距后，我们可以主动地加以控制，使经济系统在平衡附 
近变化,不使其出现 e (: r ) 太大.有如这是一个方向盘，领导掌握之后，可以控制全 
局，不断进行小调整,使其不要太远地偏离我们的主要航道，然后来个急转弯. 

(VI) 


这里先顺便介绍一下著名的 Leontief 方法的数学实质.前面说过 


®( 0 ) = ( 1 ) 

因此 

a ； ⑴一 x ( o ) = ®^)( / - A ). (2) 

这几行就叙述了 Leontief 方法.对于(/ - A )- 1 的计算, Leontief 建议0用 

(3) 

fc=o 

为此需要计算/的每一个乘幂 A k (k = 1,2,…).但是，事实上早在1960年以前 
2 )就 知道， 只需要计算 咸 A 2 , … , A 2 \ ■■- 等乘幂便己足够， 这 是因为 

(I + A)(I + A 2 )---(I + A 2，n )= ^2 1 A k . ⑷ 


1) Leontief 著， Input-Output Economics , 第七章，第九节，第 151 页. 

2) 华罗庚，高等数学引论余篇，1961年，比较 A. R. Gourlay 与 G. A. Watson 所 著的“ 矩阵特征值 
问鹿的计算方法” （1973 年）第四章. 
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B k = B k+1 {I + A ^) = B fc _! + B ^ A 2 ", (5) 

可见将以很快的速度收敛于 （J - A )- 1 . 

附记： 如果 a ; ⑼是正特征矢量，则 （2) 式简化为 

* ⑴- *(0)=( 卜 l ) a ：(。). 

无论我们前面介绍的方法，还是现在所介绍的 Leontief 的方法，都有一个缺点， 
就是没有考虑生产能力限制的问题，也就是说，如果由 （1) 式得出的*(1)有一个分 
量超过了现有的生产能力，这时任务就无法完成，怎么办？ 

我里我们建议用线性规划来处理.用 g = ( qi , q 2 , -, qn ) 表示产品的价值矢 
量，也就是说：= 1,2, •••,«) 是每一 Pi 单位第 i 类产品的 价值； 又用$ = 
( Ci , 6,•■- , Cn ) 表示生产能力的 上限； 也即按现有水平在下一年度中最多能生产出 
第 i 类产品&个 Pi 单位.于是问题 变成： 应当投入多少产品，也即求 a :， 使 a ; (1 ) = 
xA ~ l 即能满足生产能力的限制，又能使总产值 x ^ q 1 达到最大.因为 * 自然受到 
(U ® 的约束限制，又按要求须满足 

0彡龙⑴= xA^ 1 ^ 

所以得到线性规划 

max ^^ xA ~ 1 q ' (6) 

当然用线性规划必须会导致整个规划受制于一种或少数几种产品生产能力的 
问题，也就是其他产品的生产能力没有充分发挥.怎样才能充分发挥各部门的生产 
能力，自然的要求是各部门生产能力之比等于正特征矢量支量间的比，即 
■■■，^) 也是正特征矢量.而运用线性规划是权宜之计. 

因此基本建设，设备添置也应当服从于这一需要.也就 是说： 应当对那些生产 
能力相对薄弱的部门进行投资，添加设备，以使各生产部门生产能力的比例更接近 
于正特征矢量各分量之比. 

在出现上一节中所讨论的* (1 > < $的问题时，首先应当考虑给薄弱部门添加 
设备，增加其生产能力，以使$得以满足（如果做不到这一点，也该在可能条 
件下，改变 t 主要是使$尽可能地与正特征矢量接近). 

用上面的方法确定了应当对哪些部门増加投资添置设备.剩下的问题是应当 
在哪些地区或工厂，以何种方式添置怎样的设备.例如电力不足，那么应当发展火 
力发电，还是水力发电或是核力 发电； 电站应当设在何处 等等. 有关这些问题，自然 
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要做一番调査研究与论证工作.但看来最后还得依靠统筹优选来精打细算地安排, 
既要注意到建设过程中何时何物达到何处，才能使之工期最短，最快投入生产，又 
要考虑到建成后对于生产的得益最大的问题.提髙生产能力超过需要而达到窝工的 
程度更是不允许了. 

在以下几篇摘要的基础上，我们可以提出生产综合计划表（表1)，供实际工作 
者参考. 

说明： 

1) 基本建设可能不是一年能完成的.对每一基建项目，都该有一统筹图，用来 
说明完工的 日期. 完工后能增加哪些部门的生产能力，即对 f 的改变（当然，分几步 
完成的基本建设,应步步添加到纟上去). 

2) 我们必须检査是否 y 


表1 



■■ 

wm 

■ 

mm 

a 

mm 

1 矩阵形式及算法 


MM 

mm 

n 

mm 
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H 

■ 
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消费总产综 



■ 

mm 

ffi 


z = c + b + e+ ■■- 

基建产综 

mm 

■ai 

■ 

mm 

m 

mm 

f 

净余产综 

wm 

mm 




mm 

x' = y-z- f 


3) 关于输入输出部分该另有细则.何时该偿还，何时可收回，作为今后做表的 
根据. 

4) 根据本年底的年终决算表（或第一、二、三季度的数据)，修改消耗系数方阵， 
作为下一年度计划的根据. 
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5) 这儿所用的各部门的生产单位，当然也可以用人民币来计算.但建议在价格 
接近下章所标出的成本价格时再加以重用，更为合适. 

6) 当然还有各种各样由投入产出法派生出来的表格，也可以弃其糟粕，取其精 
华,依此文所了解到的理论基础加以修改应用之. 

7) 当然不要忘记先算出正特征矢量，用此于$， a 来看其差异而进行一定的调 
整. 
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( VII )论价格 
华罗庚 

(中国科学院，北京） 

各类产品的价格，如何决定？当然有人会立刻回答，取决于市场需要，特别是我 
们不能离开国际市场的正当和不正当的（指投机、倾销和垄断等）变化而独立.其 
中包括人对人，智嚢团对智囊团的勾心斗角，任凭你挖空心思寻得妙着：但诚恐还 
有高手想到了你之所想，提出了更高明的对策,对此事,我们何能多说. 

我们是社会主义国家，资澦丰富，并以自力更生为主，外部影响可能小些（但绝 
不能低估).我们就事论事，就现在所提的系统中，论述这些知识.首先说运用正特 
征矢量法的一个优点，不管你用什么价值，而生产发展的总产值都是1为倍.其证 
明 如次： 

假定第4类产品每一 Pi 单位的产品价格是 qi . 命2= (91,92, … ， q n ) 代表价 
值矢董.则产综的总产值等于由于= i r0M_1 - 所以下年度的总产 
值等于 i ( iy = i ( o ) A - v . 如果 i ⑼是£特征矢，则 

£ (1) ^ = ^i (0 V- (1) 

由此可知,只是是正特征矢量，不管你价值矢量如何取，总产值总是增加1倍. 

照这样说来是否价格可以任意取了，当然不是的，而依靠成本会有一个自然的 
价格. 

已命第 i 类产品每 一 Pi 单位的产品价格是办，则由于每 一 p < 单位第 i 类产品 
需要消耗单位的:/类产品，因此每一 Pi 单位产品的成本是 

3=1 

假定产品价格是按比例变化的，则得 
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f 91 

因此得 : \ X=A 

即£是 A 的右正特征矢量.由 ^"<4 只有一个右正特征矢量，因此价格的比也就是 
唯 ■^的 ft : g 2 : : ^■，而 A 是>1的最大特征根等于&即成本价格下降 0 倍，这 
也是我们直观所料到的事. 

如此，不可分拆方阵的一些重要 概念： 最大特征根，左正特征矢量,右正特征矢 
量都有了经济学上的意义下. 

关于劳动力的付酬问题表面上看来是简单的，只要取&是劳动力（或者把各 
种劳动力分类，添上几个支量）进行计算就行了，但实际上比这复杂得多了.因为 
不但有各种不同的技术水平，而且有不可预先知道何时出现的创造发明的价值 .一 
个学校可以培养出无数的体力劳动者及脑力劳动者，但也可能偶然出现一个出类拔 
萃的学生会成为富有创造性的科学家，为国家创造大量财富的发明家.科学就是生 
产力，对技术革新、技术革命会带来难以数计的经济效果.不但科研教育，就是文化 
艺术的作用也是如此.一般讲来，可以把日常的体力脑力劳动力分类，然后入算，算 
出各种劳动应得的收入.至于特殊发明创造，可以在亊成后予以精神鼓励或物质奖 
励_ 

在结束之前，该说明 几点： 

1. 这套方法是“见林不见树”的方法，给我们一个概观.要深入树、干、枝、 
叶、根还得要用其他方法.其中最主要的是“统筹”、“优选”两法. 

2. 从60年代初在党的理论联系实际原则的教育下，作者就注意这一问题了， 
但在十年浩劫期间，“一拿、二抄、三盗窃”，这方面的手稿荡然无存.现在可以告 
慰于同志们了，本文的结果远比原来的好了.但如果收藏者仍能还我原稿，我还是 
十分感激的，因为其中还可能有值得发展的观点与方法.本文证明，与其保守地收 
藏了十年，不如辛劳工作一年.科学技术发展，更新是根本. 

3. 人贵有自知之明，其一,马克思主义的政治经济学我没有学得 多少； 其二，对 
现代资本主义社会的经济理论一无 所知; 其三，年逾七旬，开始另走新路，其精力不 
济,力不从心是自然规律.但由于其三，更不得不以垂暮之年再为祖国尽一分力.至 
于成敗利钝，就在所不计了. 

4. 数据力求精确可靠.因为一切规划都是建筑在原始数据的基础上的，若原始 
数据不可靠，绝不可能做出正确的计划及比较可靠的预测. 

1983年8月21日，《人民日报》报道了国家经委、国家计委、国家统计局、国 
务院及其有关部门将于1985年进行一次全国工业普査的决定.其目的是査清1984 



本文1983年10月18日收到. 
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年我国工业各方面的家底，为编制长远计划和制订经济政策提供可靠数据，这是一 
个非常英明的措施，这也是我们以上所讲的“正特征矢量法”所必须依靠的基础. 

我们前面已经说过，经济系统是非常之敏感的，往往开始差一小点，时间长了 
就会产生很大的出入.我们很高兴从《人民日报》的报道上，知道领导已经重视数 
据了.数据的精确与否也是科学管理一一 一切科学的必须的 要求； 而数据的精确 
来源于基层,这也是近二十年我们到基层推广统筹、优选使工人、技术人员认识到 
数据可靠的重要性的一点区区心意. 

5. 质量必须保证.我们的数据是真正符合质量要求的产品数量,一些不符合质 
量要求，销售不出去的产品，不但不能算产量（总值)，还应当计算由于它不能流通 
所损失的利息及收藏它们的仓库的栈租.当然，改进质量的办法就是我们提过的优 
选法了，这是管理质量的好方法，这与二十年代的方法有根本 区别： 一是出了废品 
不再加工下去或不准出厂，一是选择合适的参数让它少出废品或不出废品.次品不 
出厂,把好关还是重要的，用了优选法就可减少次品. 

对这儿所谈的方法来说,这个方法的根本就是消耗系数方阵.我们己经证明任 
一消耗系数的减少，都会增加生产增长的速度.当然，应当组织有关专家们来搞某 
一消耗系数，但是一般讲来优选法是一个普遍可用的方法. 

6. 基本建设问题.基本建设的目的是什么？ 一般讲来是增加某一产品的生产 
能力.所以我们必须弄清楚每种产品最髙的可能生产能力是多少.用“正特征矢量 
法”来进行比较，我们就可以发现有些产品生产能力是超过的，某些是不足的.有 
了这个我们就知道哪些产品暂时不需要扩大它的生产能力，哪些产品急需扩大它的 
生产能力，根据这些情况，我们就可以安排基本建设.在安排与施工的过程中，都 
需要统筹方法.用统筹方法可以按轻重缓急来安排，在最短时间完成我们的基本建 
设,投入生产. 

7. 人才的培养和机构的设立都要按经济效益来处理.我们的培养是有目的性 
的.对国外已经有的方法，我们要消化,要取其精华、去其糟粕地吸收过来.国外的 
商业学院及企业管理的专业往往要求已经工作过二三年的人才能入学.资本主义国 
家如此，我们就更是要遵守马克思主义基本原则，理论联系实际.一个新方法的出 
现,不会是尽善尽美的.如果我们培养出来的人不会独立思考，墨守成规，很明显这 
种人不会推陈出新，不但不能推动四化的前进，有时相反还会阻碍新事物的推广及 
发展. 

赘言在物理学及群体演变中，经常见到运用以下一套数学；设 5 (g) 是初始 
矢量，4为非负方阵，而 


=Z^A l (l = 1,2, ■■■ ,n, -). 


⑴ 
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显然这是我们所考虑过的 

£ (_1) = I (0 U- { (/ = 1，2,…， n， …） （2) 

的逆过程.前者可以一直做下去以至无穷，后者除 go ) 是4的正特征矢量外，一定 
出现 Z 使有负支量. 

这说品如果现况是这过程是依规律 （2) 进行的，则除 g 是正特征矢量 外,一 
定可以找到 Zo 使 gA ~ l ° 正矢量.而有负支量. " 

这说明现象 f 不可能是某正矢量昼+ 1步而达到的.因此由现在的 g 及演 
变规律 （2), 可以長:出“开天辟地”的年代 i 。. 

前面说过了一切过程 （2) 不是永久平衡的（除极特殊的情况之外),生物的群体 
有些消灭了（有些变异出现了)，弱肉强食固然是规律，但强肉弱食也是规律.生态 
从来不是平衡的，只有人类的智蕙才能使生态不平衡的发展趋向于有利于人类，防 
止不利于人类的生态发展.以上一套数学的发展似乎有可能用到这些方面去. 

物理学上也有同样的问题（如核分裂)，也就是有一个发展的模型 （1), 由此模 
型倒退回去，是否有一天出现不能再退的现象.这说明或这模型是错误的，或这种 
演变是有开始时刻的. 

积分方程的形 式是： 如果 K ( x , y )>0 , 定义 

/ n ( y ) = J K { x , y ) fn-1 ( x ) dx , 

显然当 /„— > o 时，/„ > o . 反之，给了 /„ > 0,我们可以 证明： 一定有 z 存在，使 
fn-l > 0. 当然我们应该除去/是正特征函数的情形，也就是 

f ( y ) = xj f <{ x , y ) f ( x ) dx . 

基本定理在研究 Morkov 过程时还有它的意义. 

某一事件可能以第1,…， n 种状态出现.在第 Z 时刻出现的可能性各为 
PAM 0 + P ^° = 1, pl l) > 0. 以矢量= ( pW ,... , P W ) 定义为在时刻；的（概 
率）分布矢量.由时刻 f 到 f + 1的转移务阵定义为 

j=i 

其转移关系是# +1) =2 w t ,. 如果 7 i = r ，不随 z 变化，则=君 Wr 1 . 这一数学 
结构定义为初癌分析为 _ g ( C )) ， 转移方阵为 r 的 Markov 链， S 足 0) >)表之. 

在应用 Markov 链 b |， 有时有确切的 gW , 有时仅统计了某=时期的数据,就得 
出及 T ， 因而就预测未来，实际上它 i 应当检验过去，即 
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我们的基本定理说明了，除非 gw 是 r 的正特征矢量或 r 的广义置换方阵， 
我们一定有一最小的 io , 使出现负支量.这是不可能的.这说明了 Markov 
过程必有开始，始于 Zo 时刻了在应用时，为什么始于这个时刻，应该有一交代才好. 

小结现在从人民需要或市场价格的角度讲来作一小结.也许下面所讲的分 
别是社会主义和资本主义两种制度各自的处理方法. 

已往我们为了简便,讨论了各部门的增长率是一样的情况.实际上，各部门的 
增长率不能是一样的.有些新产品出现了，有些旧产品退出历史舞台了，这是规律. 
例如彩色电视机出来后，黑白电视机滞销了.因此，应当根据人民生活的需要来决 
定各部分的生产量的比例，也就是我们应当讨论的数学模型是更一般的 


入I" 






写成矢量形式 

p^ 0) A = ^ l \ 

这里 vl 是以 h ，…， A „ 为对角线元素的方阵 [ X lt ■■- , A n ]. 如前纟⑴则 
得 

pgW =gW A -i A -i t 

即#) 是 tM - 1 的特征矢童，而 p 是对应的特征根.因此推广后的问题也就化为 
原条的问题，所不同的是用代表了 A 依然是非负方阵.由于齐次性,我们不妨 
假定 

Ai H - h A„ , 

— n — = 1 ， 

这样 P 也就唯一了. 

假定市场价格矢量是£= ( Qi , Q 2 ，… , Q „), 我们用 g 表示右正特征矢童.命 
V 为对角线方阵 

V = [ qi / Qi , ■■- , qJQn ] 


则由于 


= gq" , 


即 


V~ 1 AVg = gg , 

£ 是 V ^ AV 的右正特征矢量. V ~ X AV 的最大特征根与>1相同.另 一方面 = 
因此得 ^ ViV ^ AV )- 1 = s - boV ； 即 y 。 =备/是 V ^ AV 的左正特征矢 
量. 
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由于市场价格不断在变，因而分析的周期以短为宜，如果我们调整得比较快，则 
我们越容易跟上市场价格的变化（当然生产周期有时很长，并且有些工业的调整不 
能短期见效，这是一矛盾).但先做出软件，以便随时输入资料，得出结果，供决策者 
参考. 

根据目前我国情况，第一法所用的资料较可靠.关于世界市场的变化就出了本 
文的范围了.但愚见该两法并用，先保证人民生活提高的一定速度，再用后法取得 
世界范围的经济效用. 

致谢： 我对彭重民博士表示由衷的感谢.由于他的渊博的经济学的知识，给我 
介绍了国际经济学的流派.但由于我的能力和时间的限制，没有能够阅读原作，因 
此也就不再引证这些论文了.我们还该感谢王元、陈德泉、裴定一、徐新红诸同志 
所给予我的帮助，特别是裴定一同志，他自始至终参加了写作过程. 
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( VIII )论 Brouwer 不动点定理 


华罗庚 

(中国科学院，北京） 

在拓扑学上有一条著名的 Brouwer 不动点定理 

—个连续映象 */ = f(x) 把单位球< 1 映入其自己，即 yl /' < 1 的 一部分 
或全部则一定存在一个不动点，即有一个 c , 使 c = /( c ). 

这个存在性的定理有广泛的应用，成为现代经济学派的一个重要工作（见文献 
[1]). 本系列文章中常用的 Perron-FVobinius 定理也可以由这定理推导出来. 

命4是一非负方阵，作以下的映象 


y= 7^A) xA ' (1) 

这儿 <7(0!) = 这一映象把 

t=l 

*1 + *2 + • • ■ + ®n = 1, ^ 0(1 ^ t < n ) (2) 

映入其自己 .（2) 式是一个 n - 1维的单纯形，这与 n - 1维单位球拓扑等价.因此 
Brouwer 定理可用，即有一矢量 c ( c 在 （2) 式中）适合于 



这仍与 Perron - FVobinius 定理有一定的矩离，因为那儿要求的是 c> 0 而不仅 
是 c > 0. 这要求当然超出了 Brouwer 定理所可能得到的结论.但我们可以利用特 
殊性立刻证明此点. 

如果 C 是 （2) 式的边界点，我们不妨假定 C = (0, •. • ，0, Cr +1 ，…， C „), Cr+l > 
0, - - ,Cn>0. 代入⑶式得 


= 0, 1 ^ ^ r 


本文 1984 年 3 月 6 日收到. 

* 关于 Brouwer 定理的简洁证明请看 Milnor , J ., Amer . Math . Monthly ., 85(1978),521-524. 



• 28 - 


华罗庚文集 


由此得,对所有适合于 

r + 1 < i < n , 1 < j < r 

的 i , j 常有 Ojj = 0, 即乂 是可分拆的.因此证明了 Rerron - Probinius 定理. 

关于不动点是否 唯一， 这性质绝不能由 Brouwer 定理推出来.因为我们可以举 
出许多例子表明在 Brouwer 定理的假定下，可以有多个甚至于有无穷个不动点的 
情况.但对我们所考虑的情况，有以下的结果. 

由 （3) 式可知4有非负特征根 a(cA) = &且当4不可分拆时有正特征矢量 
c . 当然>1还有一右正特征矢童，即有 d 使 

Act = gdf. (4) 

如果 91 (^ 9 ) 也是特征值，其特征矢量是 Cl ，即 


CiA = giCi, 


考虑 

giCid! = ci Ad! — gddl , 

因而 

c\d! = 0. (5) 

由 d > 0, 可见 Ci 一定不是正矢量. 

留下来的情况是仍= J ?, 而 c 笋 Ac 的 情况. 如此，必然 c - aCl 也是以 5 为特 
征值的矢童，命是使 


c 2 = c - a 0 ci > 0, 

且出现零支量的最小的正数.不妨假定 

C 2 = (0, • • • ,0’Cr+i, … ,C„), Cr+l > 0, • • • , C„ > 0. 


如此可以推出 >1 是可分拆的，因此证明了唯一性. 

以上一些现象的出现，都是在于 Brouwer 定理的假定太一般了.更进一步，在 
他的假定下还可能出现极限环等现象.因此我们的基本定理由拓扑学的观点来看是 
难以得 到的. 我们的结果可以说成为，如果 z 不是不动点，则一定有一正整数 i 存 
在使 

f l (y) = x 

在原区域中无解. 

本文所导出的模型是特殊的，特殊问題用特殊方法处理，因而可以得出更深入 
的结果.因此也说明了在经济学领域内使用 Brouwer ■不动点定理的局限性.因为用 
了这条定理，它不仅无法具体算出不动点何在，而且以上说到的一些现象也无法由 
此推出. 
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[1] Debreu, G., Theory of Vatues~An Axiomatic Analysis of Economic Equilibrium, John 
Wiley & Sons Inc., New York, 1959, 及该书引证的其他文献 . 
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( IX )基本定理的证明 
华罗庚 

(中国科学院，北京） 


基本定理己经在（ III )中叙述,但在假定中漏列了 >1非广义置换方阵.下一节 
中就立刻论述此点了. 

命乂 > 0表示 一 n 行列的方阵 (aij) 其元素叫彡0者.如果4- 1 > o , 
则4称为广义置换方阵. 

基本定理如果 X 是一非广义置换方阵的非负 方阵， 不可分拆,且可逆，如果 
® 是的正特征矢量 ， BP X = (Xi,- - ,Xn), Xi>0, 则有一正整数 Z 0 存在，当，> 
时， 

xA~ l = 


是一有不同号支量的矢量. 

证 1 ) 假定4除去 5 外，其他特征值的绝对值都小于则 
lim 

i—oo \ g ) 

是一个秩为一的方阵，除一个特征根等于1外,其它全是零.因而 


=U 、 vu' = 1, 

这里 u , 1 ;是 n 维矢量，而 tx ' 是 u 的置换列矢量，由于 

lim ^ = —u'v = u'v— = u 

l—oo \g J g g 

右乘以 V 及左乘以 r 各得 


Au' = gu', vA = gv. 

这里 tx > 0, 《 > 0 (参见文献⑴第九章第七节). 


本文1983年10月18日收到. 
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如果我们假定 Ul +…+ U„ = 1,则 U 是唯一决定，这时 W 亦唯一决定. 
不失普遍性,可以假定 s = 1.从 tm' = 1可以推出 x ^ n r = 1. 假定对所有的名 
常有 a;W > 0,则 a; (i) 是一有界集合，由 Weierstrass-Bolzano 定理存在一个子集合 
ii < < …使 

lim a; …）= x* > 0. 

并且有 x - u ' = 1.故 

x — lim xA ~ l , A li = x * - u'v = v , 

即得所证. 

2) A 如果是不可分拆,而有特征根的绝对值等于 s 者，则（由文献 [1] 第九章 
第七节）我们不妨假定 



由于4是可逆的，因此 n = %，而子行列式全是 r x r 方阵.因此 



这里 S r = Ar,r+lAr+l,r+2 - - - Ar-l, r (注意 T + i = 7\(1110 扣)， (1 < Tj ^ q )). 

如果 r = 1，则 i 4 就是广义置换方阵.现在假定 ！• > 1•由 Perron-Frobenius 定 
理（文献[1]，第九章 §2) 有唯一的正矢量 u 使= gix . 我们把 u 拆为 g 部分，每 
— 部分是 — r 维矢童 1 * “ 即 u = ，… , U ,), 则得 WiAi , i + i = gu i + i , 1 < * < g . 

故 

U2 = 9~ l UiAi2, 

«3 = 9_1«2乂23 = 9 ~ 2 UlAl 2 A 23 , 


U q = g~ 9+1 UiAi2A23 - - - A q -i, q 

及 9 q ui = uiBi ， 

是历的唯一正矢量（可以差一常数因子)，不然如果 U 是另一正特征矢量，则 





其特征根一定是正，命之为定义 
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= giVi+i 1 < * < g. 

则《 = (»!,••• ，％)是4的另一特征正矢量，这是不可能的.因此 Si 是不可分拆 
的方阵 . 历有 V 为其特征根，而且适合 1). 如果（私，…，* ,) ，…则一 

定有一 i 使 x 4 笋叫，而 XiBr 1 是一变号的矢量（当！充分大时).定理予以证明. 

由于数学家的严密习惯往往会提出以下的问题，不可分拆的条件可减弱否？读 
者不难做出一般性的定理，而我仅举一简单的 例子： 命 a > 0,0 > 0.* = ( a :, 1) 及 

A= (^ w )' 

则 ( x , 1) A - 1 = ( a , 1) ^ g ( i - pi ) 二） 

= (*-q(1- 0)~\O) + ^(a(l- 0)~\1). 

当 /? > 1, 则无 a : 当 f 充分大时使 ( x . lM -^0, 即无法可以计划使这经济系统没 
有危机.当沒< 1及 rc > & 时， 则有维数大于1的集合，能使所有的 Z 常有 
( x , 1)^ _, > 0. 

也就是对可分拆的情况可能无稳定状态的情况，又可能有无穷多个稳定状态的情 
况.由此可知，从数学来判断，可分拆与不可分拆的结构是不相同的.混为一谈只 
能造成混乱.这是我们为什么先处理不可分拆的情况,然后再处理一般情况的道理. 

参考文献 

[1] 华罗庚，高等数学引论（余篇)，科学出版社， 1984. 
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, ( X )生产系统的危机 

华罗庚 

(中国科学院，北京） 

引 言 


基本定理己经说明了. 一个无消费的生产系统如果生产技术不进步，这样系统 
必然导致崩溃，或被迫不得不大调整.本文（ IV )也讨论过,用解矩阵方阵方程式的 
方法一年—年地算出产综的情况 

经济学上往往有以下的概念，把每年增产的40%以下用于最后消费的称为高 
积累的社会，超过60%的称为高消费的社会.当一切比例都合乎正特征矢量，则易 
于算出社会经济各部门的比例及经济增长率.但如果初始状态不是如此，发展的趋 
势该如何？由于这个问题的启发，把基本定理也作了推广，数学上我们的定理推广 
了，但更重要的在于有经济意义的一面. 

假定我们每年拿出增产的 a 倍作为最后消费，第一年余下的产综是 


I/i = *1 - a(x x - x 0 ) 


我们定义 y Q = * 0 ,及由 

xo = xiA, 

知 

= (1 - q)*i + a* 0 = !/o((l - o ； )i4 _1 + al). 

因此，第；年可以用来投入第 （Z + 1) 年生产的产综等于 


( 1 ) 


Vi = Wo ((! - ot)A _1 + al) 1 . (2) 

在进 行一般 性讨论之前:先从两个极端 说起： ⑴当£» = 0时，即前面所讨论过 
的无消费况，趋势是必有危机, （ U ) 当 a = 1时，即把全部都消费掉的情况，队= y 0 , 
这是一个“极端的”而不发展的社会，每年多生产出来的都吃尽用光了，下一年照 
本文1984年11月22日收到. 
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旧样 进行. 但当 a 在0、1间，发展的趋势如何呢？在讨论这问题之前，先说明以下 
易知的结 果：命 4的特征 根为山 …， A „, 则 /(A) 的特征根是 /( Ax ),-- - ,/( A „) ，所 
对应的特征矢量不变.可以证明，如果4的正特征矢量是％所对应的特征根为仏 
则 

((l-aJA^+a /) 1 

正特征矢量也是 u ， 所对应的正特征值则是 

((l-a^+a) 1 , 

还又说明了 PEM 的重 要性： 即如果= u (正特征矢置)，则经济依 ( l - Q ) 5 - i +Q; 
的速度发展.由于这亦符合我们的主观想法，用多了，生产 
的增长速度减慢.但当偏离正特征矢量的情况又如何呢？ 

我们可以简单地证明， a 越大，失去平衡的时间越迟.我们引用以下的 
引理若1 > a >沒,则由1/> 0及 



y((l-l3)A- 1 +0I)>O, 

⑴ 

必然导致 

y((l - a ) i 4 -1 + al) > 0. 

证 i^((l - a)A- 1 + al) = (1 - 0)A~ l +01+ 

因此，对任一 v >0, 如适合⑴式必然也适合 （2) 式. ° 

命！是第 Z 年减去消费掉增产的倍所余下的产综，则有 

⑺ 




由引理得出, 

由 vf > 0, (* = 0,1, ••- ,i ) 可以推出 



»^ 0) ((1 - ^A- 1 + ^-^(l - a)A~ l +aI)>0, 


即 

因此可得 

#)((1 - a)^- 1 + a/)((l - 0)A~ X + pl) l ~ l > 0, 

成)((1 - a)A~ l + aJ) 2 ((l - P)A~ X + PI) l ~ 2 > 0, 



等等，即得（由1/^ = yi 0) ) 
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即如 果命込 是最小的 i 使 yf 出现负支量，则 

已知 h = 00,由此得出一新问题，由于！ a (0 彡 Q ! < 1) 是 a 的上升函数，而 
h = oo 求最小的 do 使 a > ao 时， Z a = oo; 而 o < o ： 0 时，这一系统必然会导致危 
机.要研究这问题，我们必须把基本定理予以推广. 


有正左右特征矢量的方阵 


命 B 是一实方阵,假定 u 是它 唯一左 正特征矢量，其对应的特征根 A > 0,如 
果； T 是另一特征根，而* ;• 是对应的右特征矢量，则由 Xuv*' = uBV' = A*u〆 ， 
由于 A 不等于 A ' 所以= 0,因此在右特征矢量中除对应 A 的一个 V 特征矢 
量外，其他所有特征矢量都不是正矢置.现在假定这个对应于 A 的右特征矢量 t ;' 
也是正的.当然这个特征矢量也是对 A 的唯一特征矢量（除掉可能有一个正常数的 
因子)，这些假定对 

S = (1 - q)^- 1 + al 

都是适合的. 

定理存在一个 io 使 Z > i 0 时 


>0 ( 1 ) 

的必要且充分条件是 （ 

Jim :r(^) = au, a 〆0, (2) 

且适合于 （2) 式的 * 的自由度等于 S 中特征根虬适合于 A 的个数. 

全部证明就不叙述了，这里只准备证明/!是强非负方阵的情况，来说明我们的 
整个思路，也就是 S 的特征根可以排列成 


Ai > 入2 > •.. > 入?》> 0, 

对每一人有一个左特征矢量命 



则 


PB = [X U - ,A„]P. 
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又把 1 写成为 Q = [ t ^ ，…， V 、],则 

BQ = Q 1 入1，…， An ], 

也就是 v \, ■■- ,«' n 是5的右特征矢量.显然有= 5 y . 假定 life > 0 ,Wfc > 0. 
任一矢量 * 可以写成为 


xB l = aiAjUi + ••• + a„Aj,w„. 

如果叱# 0,当 i 充分大时, Ql X [ Ul 为主项，因为 Ul t/ fc = 0,所以 Ul 为变号矢量，也 
就是当 Z 充分大时,是一变号矢量, 所以勿 = 0,同理推出 a 2 = -.. = a fc _!=0. 
当 

* = a*：«fc + ••• + a n ii n 
时才有可能出现0： > 0,当笋0•则 

^ X {£) =akUk - 
如果= 0,则 *«' = 0,所以： c 本身就是变号矢童. 

应用到§1所提出的问题上 

上面的定理用到 

■0 = (1 — a)y4 _1 + al, 

现在假定当 a = 0 时又重证了本文 （ HI ) 中 / i 是原方阵时的基本定理. 

如果>1是原非负方阵，则 S 的特征根的绝对值的大小次序和4- 1 一样，所以 
只有 A 的特征值. 

g = 9 u 92 , - ,g n ,g > | 仍 | > •■• > l^nl 

中有几个 

|(1 — a)^- + a| < (1 — a)^ + a 
的问题，即在复平面几上有几个特征根适合于 


\ z \ < 9, 


⑴ 
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|(1 - a)^ +a| < (1 — a)i +a. (2) 

这是两圆（见图1)，⑴式代表 g 为半径的圆， （2) 式代表一个圆切于圆 （ l ) fl 的 
圆，它经点 - r 适合于 



1 — a . 1 

- a = (1 — a)- +a, 

T 9 

不难由此求出7■来，当《上升时，: C 逆 > 0的范围越来越大，其自由度等于圆内月 
牙形的讲的个数，逐趋于外围，（当《 — 1) 也就是可能有-勿存在，在《 > a 0 时 
可能是 / a 。 OO 的时候，计算十分麻烦且无必姜，实际应用只要用下节的方法 
就可以了. 


对分法 

我们用对分法找出保证八年量综不出现负号的方法.其原理是是递增函数 
(如我们在§1中所证). 

如果 xA~ a 是正号,虽然增长速度小些,这个计划基本可行. 

如果 xA~ s 出现负号,就必须修改计划，修改计划的方法见本文（ V ). 

假如八年量综不出现负号，就可以考虑增加消费的问题了，试用 a = | 时的情 
况来定，当 

( i ) 如果八年不出现负号,说明可以拿生产量综的一多半来做最终消费量综.可 
试用《 = I 等等,看是不是可以再多消费些. 

( ii ) 如^八年出现负号,说明可以拿生产量综的一少半来做最终消费量综不行. 
可试用 a = i 等等.如 a 不能小于 I ,则计划必须改变（调整)，这就是优迭法中常 
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用的对分法. 

当然还有 a 先给定的，我们可以算一下能够保持八年不出负量综,小于八年就 
要调整计划.每年做计划时都不断小调整，保证八年不出负量综，这样不断延续下 
去,就不会产生危机. 

为什么提保证八年呢？因为8 = 2 3 ,这样就很容易使用对分法来找八年量综不 
出负号的方法. 

当然还是尽可能调整使产综符合 PEV , 这样不但远望是平衡，而且近瞻是高速 
度，如果以 PEV 开始，一年后再小修改到 PEV . 绝不为某一产品的生产能力没有 
达到而可惜. 

调整方法见本文（ V )、( VI ),这就不必多说了. 

下面是徐新红同志按(1)§5例子计算的 情况： 

1 / 25 14、 _ 5 / -12 14 \ 

一 100 ( 40 12 ) ' ~ 13 40 -25 J ' 

1 /p = 5/26(^2409 - 37) = 2.32337784. 

现取初始产综为 xW = (45,20) 列表 如下： 



关于经济优化平衡的数学理论 


• 39 • 


关于经济优化平衡的数学理论 

引 言 


在社会主义市场经济的体制下，政府对经济的宏观调控及如何制订计划使各主 
要经济部门协调发展仍是非常重要的_例如，如果不注意电力的供应能力而建设了 
一批工厂，就会由于电力供应不足而影响生产，与其让若干工厂轮流停电，何不缓 
建一些工厂而投资于电力的建设.反之,如果电力多了，又没有储电的有效办法，就 
造成了浪费.进而言之，电力开发也是需要其他工业产 品的； 建电站要钢材，水泥， 
发电机，电缆等.建火电站，则还要煤及运输煤的手段等.总之，工业生产是一环紧 
扣一环的.当然处处都需要用人,而人要吃、穿、用，还要文化娱乐.因此，要处理 
这样一个把所有生产消费环节都考虑进去的大系统，制订协调发展的计划，即使数 
学方法再进步些，电脑再先进些,也是做不到的.还要靠市场的调节功能来进行调 
节. 但给出将主要经济环节包括进去的经济平衡系统,并给出某种优化方案，还是 
有可能的，也是重要的.本章即讨论这方面的问题.我们先讲这一工作所需的数学 
工具，即非负矩阵 理论. 这一理论是由 G. Frobenius 与 O.Perron 建立的.然后讲它 
在经济优化平衡理论问题上的应用.当然必需指出，本章所讲的理论并未经过实践 
的检验,还是一项正在探索中的工作. 

非负矩阵的相似性 

若矩阵>1的元素都是非负的，就称为非负矩阵，以> 0表之， A > 0 则表 
示/ I 的元素都是 正的. 进一步引申，用表示 A -丑>0及表示 
i4 - B > 0. 

若 一方阵 Q ， 其中每行每列均只有一个正元素，其他元素都是零，则称 Q 为广 
义换位方阵.普通的换位方阵尸的定义为 P 的每行每列均只有一个元素为1,其 
他元素都是 0. 例如对角方阵 ^ = - ,^](^>0)是广义换位方阵.易知任何 

广义换位方阵皆可以唯一地表成 

命为两个非负方阵.若有广义非负方阵 g 使 

QAQ~ l = B. 


则称4与丑相似，记为>1 〜 
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相似关系有以下性质： （ i)A ~ A ，( ii ) 若 A 〜 B , 则 B 〜 A ( iii ) 若4 〜 S , B 〜 C , 
则 A ~ C . 根据这些性质，相似关系可以将非负矩阵分成等价类,每类中任二方阵 
均相似,不同类的方阵不相似.又可知 （ iv ) 若 A 〜彡 0( 或>1 > 0)，则 S 彡 0( 或 
B>0). 

若方阵 A 相似于 

B= { B ^~ k) )' 

其中 g fc) 表示 fc x A : 方阵，表示 （n - A :) x * 矩阵等，则称4为可分拆方 
阵，否则称为不可分拆方阵.若 A 可分拆,则由于 

V / 0 j V 0 B 3 )\I 0 )~\ B 2 Bi y ' 

其中 / 表示恒等方阵，所以一个不可分拆方阵的转置也是不可分拆的. 


标准型 


若一个不可分拆的非负方阵>1 =(叫)(1《 n ) 适合于 

51 °ij = 9 - 1 < J < n » 

i=l 

则称 4 为标准型,其中 g 称为 >1 的髙标. 

定理 8.1 ( FVobeniiis - Perron ) 任何不可分拆的非负方阵 >4 —定相似于一个标 
准型.若不计重抻，则标准型是唯一的. 

证不妨假定 n 

=9j' 1 ^ ^ n - 

»=i 

及 = .. ■ = > g , + 1 > . • • >扣， 否则可以经列的重排使之满足这一关系.记 


Q { A ) = max qi = qi - 


我们首先往证可以选取对角方阵4使 AAA - 1 中列和等于之列数少于 s , 其他 
列和均小于奶.记 



A, 


此处七= At 等.取 


A = [/ ( 8 ) ,yli], Ai = [A,+j, ••- ,A„]. 
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则 


AAA -1 



Ai 

AiA 3 


由于 A3 ^ 0 ,所以可以取 A 使 


\ 

a^at 1 ) 


A1A3 < A 3 , AiA ^ ^ -^3- (1) 

同时使 AAA- 1 的后面 n-s 列的列和仍然 小于仍 .由⑴可知 AAA- 1 的前 s 列 
中至少有一列之和小于 9l . 因此 AAA~ l 的列和等于 91 的列数少于 s , 其他列和则 
小于 9l . 继续这一步骤可使方阵的所有列和均小于即存在 Z 使 

Q ( AAA ~ l ) < Q ⑷. (2) 

其次，考虑满足下面条件的对角方阵集合 

<5=(/1 = [ Ai , - - - , A n ]; A < > 0(1 < i ^ n ), Ai + • • • + A n = 1}. 


由于 




(A > 0). 


所以我们实质上已经考虑了所有的非负对角方阵 A 命 g 为 Q ( AAA^)(A € 的 
下确界.若有4使 

Q ( AAA ~ l ) = q , AeS . 


则由⑺可知 AAA ~ l 的各列之和都等于 g , 即 A 相似于一个标准型.否则，在 S 
中有方阵贯 

山= [冲) ，…扇， i = l,2,-- 


使 


Q ( A i AA ~ 1 )< q +^. 


⑶ 


由于 S 是一个闭单纯形，所以 ^(i = 1 , 2 ,…）有一个极限点 ^o = [ Ai 0 ) ,---, Ag ,) ] ) 
即在次 (i = 1 ， 2 , • • •) 中可以选出一个子贯收敛于 ylo . 不妨假定 


lim Ai = ylo. 

由 E^f = 1 即可知不能所有= 0 . 不妨假定^ 0(1 ^ i < 5), A ； 0) = 
j=i 

0(s +1 < < n ) •由 

iz < 9 +J. 1 W < M = 1 ， 2,… 

j =1 
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可知 


ajk = 0 ， 1 < j < s, 5 +1 < fe < n, 


即4是一个可分拆方阵，矛盾，所以 s = re . 命 i -► oo .则由 （3) 可知 


必 )-1 公 Xfajt^q, 1 < J < n. 

j=i 


即得 

QiAoAAo 1 ) = q . 

最后，我们往证标准型是唯一的.假定>1与 AAA ~ l 都是标准型，其列和分别 
是 g 与 g '. 则 

Alow + ••• + A n Oni = q ' Xi , 1 < * < n . ⑷ 

即得 

9min ( Ai ,- • • ， A „) 《 g % < gmax ( Aj , • • • , A „), 1 《 i 《 n . 

分别取 Ai = mi ^ Aa , …，久„)与 max ( Ai , ••- , A „), 即得 g = g '. 代入 （4) 得 
AlOij + . • • + X n Oni = (oij + • ■. + Oni)\, 1 彡 t 彡 n. 

如果经过重排有 . < A a+1 = ... = A „, 则以 i = 1，…， s 代入上式即可 

知 

aji = 0, 1 < i ^ 5, « + 1 < J < n. 

这与 4 是不可分拆的假定相矛盾.所以标准型唯 一. 定理证完. 

附记： 由定理的证明可见在相似关系中，只用到对角方阵. 


特征矢量 

定理 8.2 假定>1是不可分拆的非负方阵.则存在一个正特征矢量以其高标 
q 为其对应的特征根 . 4的其他特征根的绝对值都不超过 

证不妨假定>1为标准型.则?=(1, ••- ,1) 即为4的正特征矢量： 

eA = qe . 

假定 Y 为另一特征根,其对应的特征矢量为 x = ( Xl , .■- , x n ). 于是 

o-ijXx=(f Xj. 
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W\\ x i\ < ^Oijlxil < q max |xi|. 

i=l * 

取 | a ； j | = maxliil , 即得定理. 

定理 sU —个不可分拆的非负方阵 >4, 若不计常数因子，必有且仅有一个非 
负行（或列）特征矢量，且它是正矢量.反之，若一个非负方阵 A 仅有一个非负行 
(或列）特征矢童，且为正矢量，则 A 是不可分拆的. 

证首先注意在标准型的定义中，我们可以用行积来代替列和.则由定理 8.2 
可知若4为标准型，则 f 为^ 4的列特征矢量，其特征根为 

其次，若，是/1的列特征矢量，其对应的特征根为是>1的行特征矢置, 
其对应的特征根为7.若彡# 7,则必旧= 0. 事实上，由 

Ax 1 ^ =扭 11 与 1 ffA = yff 

即得 

^/yx 1 " = yAx 1 ^ = Pyx 1 ^, 

(7 - P )^ = 0. 

所以 

yx 1 " = 0. 

任何不可分拆的非负方阵 A —定有一个正特征列矢量#，其特征根为 9 .若 
打为>1的行特征矢量,其特征根不等于 g , 则# = 0.由于 S > 0•所以 （7( 参句不 
可能是非负的. 

A 的任何非负特征矢量一定是正矢童.否则若有零支量，则可推出>1是可分 
拆的了.又若>1有两个正特征矢量 v u v 2 , 其特征根都是 g ， 则 

(i?i — Xv2)A = q{vi — Xv2) - 

取 A 使讥 - Ai 7 2 多0且有零支量.这与 A 不可分拆相矛盾，所以正特征矢 ：■： 的唯 
一性得证，反之，若 A 可分拆，则一定有一个有零支量的非负特征矢量.定理证完. 

定理 8.4 命 C = ( cy ) 为一个复元素方阵.若|巧|彡叫，其中 A = ( a w ) 为 
—个高标为<?的不可分拆方阵，则 C 的任一特征根 r 的绝对值均不超过 g . 又若 C 
有一个特征根 r = 气则 

C = e ifl [ e _ 诜，…，，…， e 49 "]. 
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证不妨假定 A 为标准型.命 （ an ，…， a :„) 是 r 对应的特征矢量•则 

rXj = ^ XiCij . 

«=i 

由假设可知 n n 

I < 53 |: i 1 1 % I < E \ xi \ q . (5) 

»=i «=i * 

取 I%I = max | a ： i |, 即得 | r | < g . 

其次，会 =r = qe i6 , 我们不妨假定 

| n | = ... = | x # | > | a ; a+1 | > ^ | x n |. 

当 1 < s 时，由 （5) 可知％ = 0 ， a + 1 < i < n , 即 A 是可分拆的，矛盾，所以必 

须 

1 * 1 1 =…= | x „|. 

不妨假定 | a ； j | = 1,命 q = e 4 ®，. 则得 

( e <fl V • • ， e 49 " )C = W 1 ,…，，)， 


即 n 

y^_e i0k Ckj = qe^ 9+ei \ 
fc=i 

又由⑻的两端可知 | Cfcj | = a fcj .由于 4 是标准型，所以 

Eicfeii = E afc i=« = e " i9 E e ' i(0J ~ 


即 


a kj = e_ 峨 - 知 ) c/ye_ <e . 


定理证完. 

定理 8.5 假定4是不可分拆的非负方阵.若 A 有一个以上的特征根的绝对 
值等于其高标 g , 则这些特征根就是 

qe 2 ^, 1 = 0 , 1 , ■■ ,k-l, 


其中 fc > 2. 

证假定 A 有一个特征根9# .则由定理4可知 


A = e ie le- iei , ■■- ， eK* ， … 产 ]. 
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其特征方程是 

/(A) = \ A -\ I \ = |e*M - A/| = 0, 

即如果 A 是一个特征根，则 Ac ifl ,Ae 2ifl , -- 都是特征根.由于 /(A) = 0 的根数有限， 
所以有一个最小的 fc 使紐为 2 n 的倍数，其中< 2. 定理证完. 

定理 8 . 6 命 A 为一个不可分拆的非负方阵.则其高标不是> 1 的特征方程的 
重根. 

证 A 的特征多项式 /(A) = |>l-A/| 的微商等于 
1， 0, …， 0 
/( A ) = -a21) A_022 ' …，一 a2n +..., 

—Onl> —On2i • ••. 入 一 Onn 

其中第一个行列式是主子阵 

Ai = (ciij), 2 ^ i,j ^ n 

的特征多项式.由于 > 4 不可分拆, 所以木 的髙标小于 q . 即当 A 多 g 时，其数为正. 
其他各项亦然，所以当 A 彡 g 时有 /'(A) > 0. 这说明 g 是 /(A) = 0 的单根.定理证 
完- 


强不可分拆方阵 


若一方阵>1的任意幂都不可分拆，则称4为强不可分拆的. 

如果 A 是强不可分拆的非负方阵，则>1的绝对值等于 g 的特征根只有 9 一个， 
否则由定理 8.5 即 可知# 有重根.又由定理 8.6 可知炉是可分拆的，这与4是 
强不可分拆的假定相违背. 

定理 8.7 假定>1是高标为 g 的强不可分拆非负方阵，则 

{ lim (•) = ⑨笱 ，= 1, 

此处#与0分别为 A 的正列与正行特征矢量. 

证由于除 g 以外，4的特征根的绝对值均小于 g , 所以 

lim ^ = i4o, 

1 —°° \ 9 / 

其中乂0只有一个特征根为1,其他都是零，因此 Ac 可以表示为 
Ao = t^v, vu 1 ^ = 1. 
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命？为4的任一非零特征矢量.定义 



则 

^lim vi = cu^tf = 

是 C 的常数倍.因此 

gt ； i + i = 扭 (^) — A = viA. 

命 i 00 ,即可知 i ； 是 A 对于 g 的正特征行矢量.同样可证 ir 7 ■是4的正特征列 
矢量.定理证完. 

由定理的证明可见，若4是强不可分拆的非负方阵,则存在 Z 使 A 1 > 0. 反之, 
若/ > 0,则显然>1是强不可分拆的. 

定理 8.8 假定 A 是强不可分拆的非负方阵，且可逆.若 f 非 A 的正特征行 
矢量，则一定存在正整数 Z 。， 当 Z > /。时 

SA~ l = 2<*) 

为有不同号支置的矢量. 

证由定理 8.7 可知 

^lim 0 = ifv, iJif' = 1 
及 

Au T = qif\ vA = q€, « > 0, tT > 0. 

不妨假定 5 与的支量之和均为 1. 这样 iT 与 C 就唯一确定了.我们不妨假定 
9 = 1,否则以 g 除叫代替 即可. 还可假定 f 护 ' = 1. 所以 

= SA-'if = xif = 1. 

现在假定对所有！都有 

^ 1) > 0 . 

则由 = !可知护）构成一个有界 闭集. f (0 (j = 1,2,…）至少有一个极限点 • 
不妨假定 

lim 3 ^ = x*. 
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由 f * i ^ = 1可得 

x= lim xA~ l A l = f* lira A 1 = x'ifv = v, 

l—too 4—»oo 

即 X 是 4 的正特征矢量，定理证完. 


产综与消耗系数方阵 


社会的经济结构是很复杂的.社会的总生产可分为两大 部类： 第一部类是生产 
资料的生产,第二部类是消费资料的生产.为简单计，我们暂时先研究第一部类.假 
定将组成社会生产的 n 种重要产品加以综合研究.我们不妨将这 n 种产品编号为 
1,2,…， n , 其中第 i 种产品的计量单位以 Pi 表示，例如钢的单位为吨，电的单位为 
千瓦小时，如果第 i 种产品的数量为则产品的整体可以用矢童 

至=(*1，… ,x n ) 

表示.这一矢量称为产综. 注意： 在此并没有用统一的度量，即用货币来作为所有 
产品的共同度童. 

假定时间有一个单位，例如“年”.若开始生产时的产综为 
f< 0 > = ••- ,x{, 0) ), 

命 - ,x^) 表示第 j 年的产综，则整个生产发展的变化就是产综的变 
化： 

-> ^ 1 ) - ► • • • - ► - ►.... 

所以研究生产发展的规律就是研究产综的变化. 

假定第一年度将第 j 类产品分配给第 i 类产品用于再生产或其他目的数童为 

4。)，则 

z i 0) = 1 < J < «• 

i=l 

命 

f< 0) (i) = - 1 < » ^ n. 

这是分配给第 i 类产品的产综.所以 


i<o) =^x< 0) (t) 
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就是开始生产时的 产综. 一年后的产综是 W 1 ) = 04 1 ),…，命 




这表示生产 p < 单位第 i 类产品要消耗类产品量，其计量单位为 Pj / Pi . 所以 


i=i 

将这个式写成矩阵形式 

x(°) = 


或 

此处 

A = 1 < i,j ^ n. 

A 称为第一年度的消耗系数矩阵. 

显然可以假定>1是不可分拆的非负方阵，否则若4相似于 


⑹ 


(ft) 


1 < & < n 


则我们考虑的经济系统中，第+1, • • • , n 类产品的生产与第1，…， A 类产品无关. 
这种情况可分成小系统分别研究.所以我们可以假定4不可分拆. 


第二部类产品的数学模型 


第二部类生产是指消费资料的生产.在数学模型中，可以把行政开支，国防费 
用，教育文化，进出口贸易等也包括在内来处理. 

以” = ， d l ) ) 代表第名年政府开支，教育文化，投资折旧等的总和产 
综.则用下面的模型来 表示： 


f(0_|U) =f (»+x) i 4. (7) 

左边表示 Z 年的产综减去支出产综 P )， 即 Z 年实际可以投入生产的产综. 

^ 是由政府决定的.假定淨 Q > 是一个初始矢量，可以暂时不确定.由递推公 


式 


= 00+1) a-0 W , I = 0,1,2, 
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来确定和.代入⑺即得 

# 十穿 |) =妒 +1 )+妒 +1 ))A 

这就与模型 （6) 相一致了.所以考虑模型 （6) 并未失去一般性. 
由⑹可知 


f( l > - ft°) = ^(I-A) 


或 


= (£« _ f< 0 ))(J 一 A)- 1 . 


这就是著名的 W . Leontief 模型. 


正特征矢量法 


命 g 为/!的最大正特征根.则由定理 8.3 可知对应于 <7有唯一的正行特征矢 

量 u : 


UA = qu. 

由 （6) 出发，如果初始产综取作识或其某一倍数)，则得 
5 ^ 0 ) = 

注意： 於 1 )应为 fW 之倍数.所以 




用归纳法可以证明 

f (0 = q ~ l ^°\ l = l , 2 ,--. 


这就是说，如果投入生产的产综各分童之比与消耗系数方阵>1的正特征矢量立的 
各分量之比一样，则各部门的产量将按1/<7的倍数增长，这是最高的增长速度.如 
果考虑到第二部类 生产. 则由 （7) 可知，应选取使 f ( i + D 尽可能与正特征矢量 
成比例. 

如果初始产综与正特征矢量5不成比例，则由定理 8.8 可知经过一段时 
间，例如^年，妒就有负支量，这是不允许的，也就是说出现了危机，霈要对投入比 
进行调整. 

例假定 n =2 及消耗系数方阵为 
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则>1的正特征矢量为 


= ^(v^409 + 13),20^ 


= (44.34397483- - ,20). 


取两个生产部门，其编号用1,2表示.如果取初始产综= (45,20)，则得下表 



其中多 3 ) = (-532.5,1102.1) 中出现负值，表示生产部门1的原料己经消耗完，无法 
进行再生产了，所以最晚在第二年就应该对投入进行调整.同样如果取 d 的三位小 
数近似作为，即 

f < 0) = (44.344,20), 

则第8年的产综:?< 8) = (8.9821, -23.501) 中有负值.如果取5的八倍小数近似作为 
乘即 

£^ 0) = (44.34397483,20), 

则第 13年的产综 ^ 13) = (12, 371, 364.61, -6, 472, 534.43) 中有负值. 

从理论上讲，正特征矢量只是 n 维欧氏空间第一象限中的一条射线其测度 
为零，而产综稍稍偏离 （ 就会产生不平衡，所以平衡是暂短的，而不平衡则是经常 
的.因此需要不断进行调整，使产综尽量靠近 t . 


线性规划的应用 

在模型⑹与⑺中都没有考虑到生产能力的限制问题，即爿 1 ) = 的 

一些分童超过了现有生产能力上限的问题.这个问題可以用线性规划方法来加以解 
决. 

假定疗= ( 仿，… ，7 n ) 表示生产能力的上限，即下一年度中最多能生产 i 类产 
品叫个 Pi 单位. 则本年度应投入多少产品呢？也就是要求矢量 f 使 

爿 1 ) = xA - 1 ^ ff 

其中:？当然还要满足约束条件 

# 0) . 
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假定第 i 类产品 Pi 单位的价值或利润是及孑= (91, ••- ,9nh 此处我们可以用统 
—的货币单位,例如人民币.于是得到线性规划模型 

{ max x A -1 ^, 

0 < xA~ l < f}, 

即在约束条件 0^ xA- 1 < 疗之下,求 f 使目标函数 xA~ l q', 即总利 
润或产值达到最优.以这一 S 作为投入产综最好. 

这一问题可以用单纯形方法来求解. 


计 算 


假定 A > 0及>1的高标 q<l. 
l)Leontief 逆矩阵 （/ _ ^)' 1 的计算.命 

O m = [ A ' m = 1,2, ••- . 

则 

JJm o O m = (I-A)- 1 . 
这一方法的收敛速度很慢，建议先逐次算出 


再用递推公式 

02* = C?2*-i + A 2 C?2»i-i, k = 1，2, ... • 

即可得出 o 2 *. 用上面两个方法算出所需的矩阵乘法次数分别为 
0(2*) 与 0(*). 

2) 髙标的计算.由于 A 是强不可分拆方阵,所以>1的绝对值等于9的特征根 
只有9 —个.特征根满足的方程为 \XI-A\ = 0. 由根与系数的关系可知>1的特征 
根之和等于4 的迹： 

S(j 4) = On + «22 + • • ■ + dnn- 

应用下面的 事实： 若 ◦ 0*1 < a(2 < fc < n), jBlJ 

lim (a m + ^a™)™ = a. 

m- *°° fc=2 


⑼ 
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这一事实可以证明如下：显然 

fe =2 

及当 m 充分大时 

，会 …-㈢ ")>f, 

所以 

\ / k=2 

^(a m + y : |aj , |)'" ^ n™a. 

fc =2 

命 m —♦ 00 易得 （9). 

由于的诸特征根分别为>1的诸特征根的 m 次方幂，所以由 （9) 可知 
(7 = n lhn j 5(>l m )«. 

算法 如下： 先算出系列 （8), 再算出 

S(A 2h )^. 

这就是 g 的近似值.因此这一算法所需的矩阵乘法运算次数仍为 0(/ b ). 
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注记（王 元)： 华罗庚的这一工作完成于 1957—1958 年，于1963年，首先将这 
项工作的摘要发表于华罗庚与王元合作的一篇文章中 ([!]), 不幸在文化大革命中， 
他的手稿被査抄遗失了•从1982年开始，他经过逐步回忆，重新写出一些手稿，并 
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陆续发表了一些注记 （[3],[4]). 然后，我根据他的手稿又重写了一遍.最初拟发表 
于我们合写的书 “Popularizing Mathematical Methods in the People's Republic of 
China-Some Personal Experiences , Birkhauser , Boston , 1987” 中，作为第十二章.华 
罗庚觉得还应再做些工作及更完善之后再发表，但不幸他于1985年去世，现在将 
经我整理后的他的工作发表于此. 
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数学普及之初（线性规划之普及) 


中国学者在运筹学、管理科学和控制论的研究，可以追溯到钱学森在控制论方 
面开拓性的研究工作.他的著作《工程控制论》在世界上有很广泛的影响.在他的 
创导下，19 56 年即在科学院力学所设立了运筹学研究组，由许国志领导，后来这个 
研究组扩充成为一个研究室.“运筹学”这个名词也是他们翻译确定的，钱学森提 
倡搞运筹学的目的在于使它能为我国的社会主义国防建设与经济建设服务，使计划 
的制订与运转能够建立在科学的定量分析的基础之上.他指出 ：“把 社会科学从量 
的侧面来精确化”，“精确化了的政治经济学就能够把国民经济规划作得更好，更 
正确'⑽ 

力学所运筹室研究了线性规划，质童控制，投入产出法等.刘源张、王毓云与 
桂湘云在这个研究室工作.他们联系实际问题进行科学研究工作，同时也编写了小 
册子来普及介绍“运筹学”. 

1958年，当数学界掀起“理论联系实际”，“数学直接为国民经济服务”之风时, 
长期在纯粹数学中，按传统方式工作的数学家确实是茫茫然而手足无措了.既使在 
被贴上“理论联系实际”标签的数学分支，如微分方程与概率统计方面工作的数学 
家，由于他们研究数学的指导思想与工作方式都跟研究纯粹数学一样，所以，同样 
是一筹莫展.“线性规划”就像一道闪电，打开了中国数学家的 眼睛： 居然数学能够 
直接为国民经济服务！ 

从数学上讲，可以将“线性规划”描述 如下： 有一个用线性等式与不等式定义 
的高维空间的凸多面体 D , 及一个在 D 上定义的线性函数 L , 它称为目标函数.欲 
求出 L 在 D 上取最大值或最小值的点，即极值点. 

由微积分得知这种函数在 D 内是没有局部极值的,所以极值点一定位于 D 的 
边界上•在 D 边界上目标函数仍为线性的，依次类推，可知目标函数的极值点必定 
是 D 的某个顶点，于是从 D 的一个顶点出发，采取代数迭代法，每迭代一次，即得 
到另一个更好的顶点，即更接近于极值点的顶点，也就是说使目标函数值增大（或 
减少）的点，这就是30年代末与40年代，由康托罗维奇 （ L . V . Kantorovitch ), 希区 
柯克 （ F . L . Hitchcock ) 与但泽希 （ G . D . Dantzig ) 等创导与发展的“线性规划”与 
其解法“单纯形方法”的大意.不少实际问题均可以用“线性规划”来描述，例如交 
通运输 问题： 

设有一种物资，如小麦，要求编制一个调运计划，它有 m 个产地 A t , .■- , A m , 
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产量各为 ai ，…， ( W 个 单位； 它有 n 个销地 B lr . , B n , 销量各为仏,…人个单 
位,假定总产量与总销量相等，即 


E a i = E 6 i (1) 

i=l 3=1 

又假定从次到巧的单位运价是 Cij ， 而从次运到禺的物 资是: 2^个单位.我 
们的问题就是要求一组使目标函数 

S = H C ii x ii ( 2 ) 

«=i j=i 

达到最小值，其中 Zy 满足的条件为 


^2 x ij =Ot. i 
J=1 

= 1，…， m 



f = 1，…， n 

⑶ 


Xij > 0, i = 1,-- ■ ,m, j = 1,--- ,n. 

这些条件 （ 3 ) 定义了 mn 维空间的一个凸多面体 D . 这些条件表示产销关系. 

“到了 1950年,作为全国工业基地的东北地区的交通运输已经颇为繁忙”，“虽 
然是车如流水马如龙，仍难 适应. 煤炭，粮食部门都深切地感到了合理调运，节约运 
力的迫切需要_当时东北计委会一个专营运输的小组”,“往往为比较两个运输方案， 
不分昼夜辛勤地计算”，终于发现了 “图上作业法”.“图上作业法”这一名称是数 
学所的人给取的. 

“图上作业法”所处理的问题就是上述的数学模型，国外在40年代已经有了 
这一模型及解法.我国负责运输调拨的工作者给了一种几何 解法： 先在地图上标出 
各“产地”与“销地” . 若我们规定由 A 调拨 a 单位物资到 B ， 则沿 A 至 B 的线 
路右侧画一箭头矢量，矢量的起点为 A , 终点为 B , 并在矢量旁边标出 a . 所谓“对 
流”，即在同一条线路的两侧均有箭头矢量.若路线地图上有一个环路，则环路内 
侧的箭头矢量的长度之和与环路外侧的箭头矢童的长度之和均不超过环路之长度 
的一半，则称为无“迂回”.于是有下面的 法则： 

当一个调拨方案，即箭头矢量图，画在地图上，若既无对流，对于任何环路又无 
迂回，则这一调拨方案就是最优的.反之亦然. 

从任一调拨方案出发,若有对流，则改变分配办法可以取消对流，若有迂回，则 
可缩短外圈或内圈的箭头矢量长度来取消迂回，经逐步调整，即可得最佳调拨方案. 
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这样一来，问题似乎解决了，但若地图上有较多环路，则计算就很复杂而难于 
应用了.国外有一个代数的迭代程序来解决上述问题，数学所的人称之为“表上作 
业法”，比较易算. 

“拔白旗”，“理论联系实际”运动席卷全国科学教育界后，数学所的研究室被 
取消了，代之以按军队建制的四个指挥部.各设一个总指挥及一个政治委员.概率 
统计、微分方程与泛函分析、数理逻辑与计算机逻辑设计各成立一个指挥部.数学 
的几个抽象学科，如数论，代数与拓扑学等则自寻出路，一些人转到其他学科去工 
作了，一些人则组成一个指挥部，专门研究与应用运筹学.后来这个指挥部与力学 
所运筹学研究室合并组成数学所的运筹学研究室. 

运筹室的大部分人下达到北京市的汽车运输公司现场，按上述方法帮助他们修 
订运输计划，或到粮食调运部门，帮助他们制订调拨计划.但是“图上作业法”与 
“表上作业法”的理论根据究竞是什么？因为数学家长期从事于定理的严密证明工 
作,对于没有见到数学证明的数学方法总觉得不放心 . 于是一些人热心于这两个方 
法的理论证明.经过努力，万哲先用数学归纳法给了“图上作业法”一个证明.越 
民义给了 “表上作业法”一个证明.为了扩大影响，运筹室的人集体写书.当时为了 
打倒“名利思想”，虽然是少数人执笔甚至个人撰写的书，都是用集体或单位的名 
称发表的，首先是万哲先与王元执笔写了一本小册子.后来，王元、朱永津等又执 
笔撰写了一本教科书. 

对于在全国范围内推广与普及“线性规划”，数学所的两本书无疑起到了点火 
的作用.它使很多省市的数学家也下达到工厂矿山现场去普及“线性规划”.在全 
国各省市中，以山东省最为积极，参加的人数也最多 . 1960年7月29曰，《人民曰 
报》报道了科学院数学所在山东济南召开的运筹学现场会议.全国各地有三百七十 
多名代表参加，华罗庚与万哲先参加了这次会议.《人民日报》除作了大量报道外， 
还登有江辉的短文《数学的启示》及一篇资料 （什么 是运筹学？》 

应该承认山东省的数学家在普及“运筹学”方面是有成就的，不仅如此,在理 
论研究上更有出色 工作： 若有 m 个地方，他们之间有道路联结起来，问从一个地方 
出发，怎样找出最短的路线使之通过所有的道路，再回到出发点？显然，有些道路需 
重复走，才能走过所有的道路回到出发点来.所以，所谓最短路线，即走过的重复道 
路长度最短的走法.受到“图上作业法”的启发，山东师范学院的青年教师管梅谷 
提出了这一数学模型，并根据欧拉关于奇偶点理论，给出了最短路线的一个类似于 
“图上作业法”的判别法.邮递员投送信件及大城市垃圾车收集垃圾的行驶路线设 
计都符合管梅谷提出的数学模型.外国文献上称之为“中国邮递员问题”，国外有 
不少数学家简化与发展了管梅谷的工作，华罗庚很赞赏管梅谷的贡献，称他为“山 
东第一条好汉!” 

山东省曲阜的数学家发明了一个“麦场设置中的数学方法”，即将每一块麦田 
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看成一个点，将麦田的麦子总产量集中在这个点上，然后算出麦场的合理位置，使 
将麦子都集中到这一麦场去打场所需的动力最少.当然这一方法完全没有考虑到 
麦场位置的交通，道路，通风等因素,所以没有什么实际应用价值.因毛泽东视察山 
东时，曾手持一本山东曲阜师范学院师生编写的《公社数学》照了一张相，于是数 
学所就紧跟着，到北京郊区去普及《公社数学》中的“麦场设置中的数学方法”.华 
罗庚与王元等曾到北京各区县去转了一圈，考察了一下普及这一方法的效果.当时 
为了扩大影响，还用华罗庚署名在《数学学报》上登过一篇关于 《麦场设置》 的文 
章. 

后来，华罗庚又把科大学生带到北京市的运输部门与郊区农村去实习“图上作 
业法”与“麦场设置法”，这是他的数学教育改革的一个特色，他还派温袞海与杨德 
庄去帮助时传样搞清洁车运输，收到良好效果. 
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前 言 

统筹方法，是一种为生产建设服务的数学方法.它的实用范围极为广泛,在国 
防、在工业的生产管理中和关系复杂的科研项目的组织与管理中，皆可应用.但是， 
这种方法，只有在社会主义制度下，才能更有效地发挥作用.毛主席指 出：“ 世间一 
切事物中，人是第一个可宝贵的.在共产党领导下，只要有了人,什么人间奇迹也可 
以造出来由于群众的主观能动性和创造性的发挥，顺利解决当前工作中的问题， 
那么，今天的主要矛盾，明天将会变为次要矛盾.因此，我们必须根据实际情况不断 
修改我们的流线图，及时地抓住主要矛盾，合理地指挥生产. 

“平话”是平常讲话的意思.由于这是一本普及性和推广性的小册子，因此，主 
要的概念讲了，许多具体细致处不可能讲得太多.但是，为了满足部分读者的要求， 
在书中适当地补充了有关理论推导的章节.一般读者对这一部分可以略过不读. 

在这本小册子里，讲的主要是有关时间方面的问题，但在具体生产实践中，还 
有其他方面的许多问题.这种方法虽然不一定能直接解决所有问题，但是，我们利 
用这种方法来考虑问题，也是不无裨益的. 

这本册子虽小，但在编写过程中，由于很多同志的帮助，特别是最近和一些有 
实际经验的同志共同学习，发现了一些新东西，进行修改补充，易稿不下十次.因 
此，与其说这是个人所编写的，还不如说这是大家的创造和发展，由我来执笔的更 
确切些.为此，特向这些同志表示深深感谢. 

由于我的水平限制，在这本小册子中，一定有不少欠妥之处，请读者批评指正. 


§1引 子 

想泡壶茶喝.当时的情 况是： 开水没有.开水壶要洗，茶壶茶杯 要洗; 火已升了， 
茶叶也有了，怎么办？ 

办 法甲： 洗好开水壶，灌上凉水，放在火上，在等待水开的时候，洗茶壶、洗茶 
杯、拿茶叶，等水开了，泡茶喝. 


①本文是作者在1965年6月6日“人民日报”发表的“统*方法平话” 一文的基础上，进一步修改 
而成的. 
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办 法乙： 先做好一些准备工作，洗开水壶,洗壶杯，拿茶叶，一切就绪，灌水烧 
水,坐待水开了泡茶喝. 

办 法丙： 洗净开水壶，灌上凉水，放在火上，坐待水开,开了之后急急忙忙找茶 
叶,洗壶杯,泡茶喝. 

哪一种办法省时间，谁都能一眼看出第一种办法好，因为后二种办法都“窝了 

工” • 

这是小事，但是引子，引出一项生产管理等方面有用的方法来. 

开水壶不洗，不能烧开水，因则洗开水壶是烧开水的先决问题.没开水、没茶 
叶、不洗壶杯，我们不能泡茶.因而这些又是泡茶的先决问题.它们的相互关系，可 
以用图 1-1 的箭头图来表示.箭杆上的数字表示这一行动所需要的时间，例如乂 
表示从把水放在炉上到水开的时间是十五分钟. 



从这个图上可以一眼看出，办法甲总共要16分钟（而办法乙、丙需要20分钟). 
如果要缩短工时、提高工作效率，主要抓的是烧开水这一环节，而不是拿茶叶这一 
环节.同时，洗壶杯、拿茶叶总共不过4分钟，大可利用‘‘等水开”的时间来做. 

是的，这好像是废话，卑之无甚髙论.有如，走路要用两条腿走，吃饭要一口一 
口吃，这些道理谁都懂得，但稍有变化，临事而迷的情况，确也有之.在近代工业的 
错综复杂的工艺过程中,往往就不能像泡茶喝这么简单了.任务多了，几百几千，甚 
至有好几万个 任务； 关系多了，错综复杂，千头万绪，往往出现万事具备，只欠东风 
的情况，由于一两个零件没完成,耽误了一架复杂机器的出厂时间.也往往出 现：抓 
得不是关键，连夜三班，急急忙忙,完成这一环节之后,还得等待旁的部件才能装配. 

洗茶壶，洗茶杯，拿茶叶没有什么先后关系，而且同是一个人的活，因而可以合 
并成为 

| 洗开水壶 铙开水 

,_, 泡茶) 

I 洗壶、杯，拿茶叶 
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用数字表示任务，上面的图形可以写成为 



图 1-3 

1- 洗开 水壶； 2* 烧 开水； 3•洗壶、杯，拿茶叶； 4* 泡茶 

看来这是“小题大做”，但在工作环节太多的时候，这样做就非常有必要了. 
这样一个数学代表一个任务的方法称为单代号法，每一个数目字代表一个任 
务，写在箭尾上，箭杆上的数学代表完在这个任务所需要的时间. 

另一个方法称为孕代 亏毕. 我们把任务名称写在箭杆上，如图 1-4. 箭头与箭 
尾衔接的地方称为节点（或接点)，把节点编上号码.图 1-4 成为 



图 1-4 m 1-5 

(1-2) -洗开 水壶； (2-4) -烧 开水； 

(3-4) -洗壶、杯，拿 茶叶； (4-5) -泡茶 

单代号法与双代号法哪个好，实际上是各有优点.我们用双代号法开始讲，在 
讲的过程中穿插着讲单代号法. 


一肯定型 

§2工序流线图与主要矛盾线 


一项工程（或一个规划)，总是包含多道工序的.如果已经有了现成的计划，我 
们可以依照这个计划和各工序间的衔接关系，用箭头来表示其先后次序，画出一个 
各项任务相互关系的箭头图.注上时间，算出并标明主要矛盾线.这个箭头图，我们 
称它为 T 序維绰 S . 把它交给群众,使群众了解自己在整个工作中所处的地位，有 
利于互赶互帮，共同促进.把它交给领导，便于领导掌握重点，统筹安排，合理调整, 
提高工效. 

好啦，现在有这样一项工作，一共有17道工序，我们把它画出箭头图（见图 
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1-6), 图上每个工序我们把它叫做一项任务. 



④—⑤—⑥表示任务 (4-5) 完成后，才能进行任务（5- 6 ),又如任务 （6-7) 必 
须在 (2-6) > (5*6)、 (9-6) 三项任务都完成的基础上才能开始进行. 

⑤表示自任务 (4-5) 的开工之日起到完成之日（亦即下一任务可以开工 
之日）止，共箱三周.任务 (7-14) 开工后18周才能把半成品送到任务 (14-15), 而最 
后任务 (14-15) 必须待任务 (3-14), (7-14)、（12-14)、 (13-14) 都完成之后，再用5周 
的时间才能交出成品. 

图画好之后，进行以下的 分析： 算出每条线路的总周数.例如线路 



共需3+11+23+18+5=60周.把所有的线路都加以计算，其中需要周数最多的线称 
为主要矛盾线.这一工序流线图的主要矛盾 线是： 



共6+11+23+18+5=63周. 

用红色（或粗线）把主要矛盾线标出来（同时如有必要也可以用其他颜色标出 
一些次主要矛盾线).在工作进程中，主要矛盾线上延缓一周，最后完成的日期也必 
然延缓一周，提前完成也会使产品提前出厂.把这图交给群众，使群众一目了然，知 
道此时此地本工种所处的地位，有利于职工发挥主观能动性.经过若干时日，如果 
在主要矛盾线上进行得比预期迅速，或非主要矛盾环节有所延误，这时必须重新检 
査和修改流线图，并特别注意主要矛盾线是否已经转移. 

这种图形的作用远不止此,还可以举出以下几方面好处. 例如： 
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(1) 从图 1-6 可以看出,任务 (4-5) 可以此任务 (1-5) 缓开工三周而不影响进度, 
任务 (13-14) 更不必说可以缓开工38周，但不能再缓了（每一任务都可以算出最迟 
开工期限、最早开工期限及时差，为了简单起见这儿暂且不谈 J . 

(2) 从图上看出可以从非主要矛盾线上抽调人员支援主要矛盾线，这样可以提 
髙效率，即使抽去的人员工种不同，一个人只顶半个人用，有时也并不吃亏,但抽调 
后必须重新画图. 

当然流线图还有不少其他的好处,这儿就不一一列举了. 

我想在此也乘便提一下，主要矛盾线可能不止一条.一般讲来，安排得好的计 
划,往往出现有关零件同时完成，组成 部件; 有关部件同时完成，进行总体装配的情 
况. 在这种情况下主要矛盾方面就不是用一条线表达了.愈是好的计划，红线愈多， 
多条红线还可以作为组织劳动竞赛的依据. 

当然，终点也可能不止一个.例如，化学分析可以陆续地分析出若干种元素，获 
得每一种元素都可以作为终点.在这种情况下，我们可以将起始点至每一个终点所 
需要的时间进行比较，把需要时间最长的线路，定为主要矛盾线.但另一方面,也可 
以根据产品的主次，定出主要矛盾线来.换言之，即将起始点到主要产品的终点需 
要时间最长的线路，定为主要矛盾线. 

§4分细与合并 

从图 1-6 看出任务 (6-7) 的完成需要23周，时间最长，这就启发我们考虑为了 
加快进度，可否把任务 (6-7) 重新组织一下,其方 法之一 是要细致地画一⑥—⑦的 
工序流线图,标出主要矛盾线，研究缩短时间的可能性.例如，一个单向挖掘的隧道 
工程，我们采用两头开挖的方法，这样，一个任务变为两个任务，加快了进度（请读 
者设想一下，一个任务变为两个，箭头图怎样画 

为了容易看得淸楚或计算方便起见，有时我们在图上也把一些任务合并考虑, 
如将图 1-1 合并为图 1 - 2 . 

又如图 1-6 可以将②③合并、 ⑧® 合并、合并得图 1-7. 



图 1-7 
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并得多么粗,分得多么细，随客观需要与具体情况而定.具体负责的技术员、调 
度员为了便于掌握，应当把图画得更详尽些，更细致些，供领导和群众一般参考的 
可以画得粗些.密如蛛网，望而却步的工序流线图，不但不易获得群众的支持，而且 
难使领导看出重点，作到心中有数.但不细致,又不能发现关键所在.因此,在主要 
矛盾线上，每一环节都值得分细研究.这样可以找出缩短工时的可能性. 


§4零的运用 


在数学史上，零的出现是一件大事,在统筹方法中引进“虚”任务，用 “0” 时间， 
也是应当注意的一个重要方法. 

例一： 把一台机器拆开，拆开后分为两部分修理.称为甲修、乙修，最后再装在 
一起.这样的图怎样画？共有四个任务： 


甲修 

拆 ~ 装 


在“拆” “装”之间有两个 任务: 



“②4③”将同时代表两个任务了,不好办.我们建议用 I 表示“虚”任务,这样 
就可以克服这一困难，把图画成为 



图 1-9 


也可以对称地画成为 
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当然，为了区别起见，可以把•一个任务硬分为 两段: 



图 1-11 



图 1-12 


这一 “不标箭头的竖线”的方法，在用“时间坐标”时合适. 
以下的图形，更显示出用 i 的必 要性： 



图 1-13 
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它表示工序>1、 C ， 各必须在甲、乙完成的基础上进行,而工序 S 却需要在甲、乙 
两工序都完成的基础上进行. 

在把一个任务拆成两个任务的时候（例 如： 决定一条水沟从两头开挖)，也要引 
进 “0” 箭头（^)•例如要把 



图 1-14 

中任务⑩-@分拆为两个任务⑩ —@4© 时,也要使用上，即得 下图: 



图 1-15( 甲） 

本质上，这一问题与前例完全相同，当然也可以用“折断法”、“双 i 法”，或“无 
箭头竖线法”.用无箭头竖线法的画法如 下图： 



图 1-15(2,) 
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例二： 在一个较复杂些的工程施工中，我们把 



图 1-16 

当然，也可以画成为 



图 1-17 

这是指在四种工作都只有一套人进行施工的情况下而言的.即挖地基 （1) 的人也就 
是挖地基 （2) 的人（如果人多了，当然也可以进行平行作业). 

读者试分析以下几种画法，并指出其缺点. 



图 1-18 

【“钢⑴”不必在“挖⑶”完成之后，其他类推 j 又 
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图 1-19 


[“钢⑴”不必在板 （2) 之前,其他类推 j 

更进一步,读者可以析析一下，三段交叉的作业，作如下面法对不对？ 



图 1-20 


严格地讲，这样画是有问题的，因为^不必在 M 之后； 同样^^和_也不 
一定分别在_和^之前.正确的画法应 当是： 



图 1-21 


用一个零箭头 “ To ” 断绝了由_转入_的道路.用这样的画法，三段以上的交 
叉作业，就不再有其他的困难了. 

也有人用“同工种人力转移线 ’’( - ») 来处理这一 问题.画成： 
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“ -仅表示前后两同工种工序间的衔接关系，并不同时表达不同工种工序 

之间也有衔接关系. 例如： ③-表示由“板⑴”出发，只准走向“板（2)”， 

而不准走到非“板”的“挖⑻”上去.同样，⑦-►⑨仅表示“钢 （3)” 以“钢 

(2)” 的完工为前提，而并不依赖“浇 （1)”. 这方法的缺点，在于多引进了一种符号 

例三： 有一项工程如下图 



图 1-23 


它不能 代表： 一个任务做了两天后，任务 (3-6) 开始，做了三天后，任务(2-5)(4-6) 
开始.代表这个情况的图.我们应当画成为 



图 1-24 


实际上，这个任务是分成两段①①和①」-②进行的. 

图 1-23 容易被误解为(1-2)(1-3)(1-4)是三个任务，因而把人力、工时、设备、 
原材料算重了. 

有时我们还可以用一个“虚”开始点，把各个不同的开始点，联成为一个开始 
点.如图1-25,从起始点®可引出的四个任务（0>1)(0*4)(0-8)(0>13)，都是虑任务•这 
样可以把任务 (13-14) 延缓开工的可能性都表达在图上了. 
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图 1-25 

这儿特别指出一下: “ i ” 的运用在单代号法中更为重要.如果一个任务 ® 完成后 
接着搞两个任务®和 ©. 与其画成为 

不如画成为 



同时，请大家注意，“休息”（不是假期性质的）也必须画上，这是没有工作但有时间 
的箭头.例如，等待混凝土干燥.又如一些工人调往其他处工作.我们有时用虚线表 
示，如: 



图 1-26 


实际上的意义是洗完了茶杯后洗茶壶，然后再拿茶叶（不用虚线箭头也 可). 
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在画图当中，箭杆的长短是不必注意的事，甚至于把箭杆画弯了也无关系（如 
果在图上加时间坐标，就另当别论，在此不拟多讲)，箭杆有时也会交叉，为了淸楚 
起见，可以画一 “暗桥 

原则上讲编号可以任意，并无关系，但为了计算方便起见,我们最好采取由“小” 
到 “大” 的原则顺序编号，箭尾的号比箭头的小.同时考虑到将一个任务分成几个 
任务的可能性，还应当留有余号，在上节的图 1-8 变为图1-9,我们就得重新编号; 
而图 1-4 因为留有余地，我们只要局部改动就得出图 1-15 了. 

§6算时差 

在讲主要矛盾线的时候己经讲过，统筹方法可以找出主要矛盾线来，同时也可 
以看到非主要矛盾线上的项目是有潜力可挖的.潜力到底有多大？这将是本节所要 
说明的问题. 

从这个较简单的箭头图（图 1-27) 来看,它的主要矛盾 线是： 



图 1-27 


共需时间 45+8+6.5=19( 周). 

我们先算每一任务最早可能开工日期 ，用口 表示之.它的算法如下：从起始 
点到某一任务，可能有许多条路线，每条路线有一个时间和，这些时间和中，必有一 
个最大值，这个最大值就是该任务的最早可能开工日期.例如由①到⑥有两条路线 
2+7=9, 4.5+8=12.5. 因此⑥—⑦线下写把话讲得更确 切些： 如果一切按 
计划进行，在 12.5 周内，任务⑥—⑦的开工条件是不具备的，而最早可能开工时 
间是 12.5 周完结的时候. 

再算出各任务的最迟必须开工日期，用△表之.也就是说如果这个任务在△形 
内所标时间之后开工，就要影响整个生产进度了.它的算法 如下： 从终止点逆箭头 
到某一任务,亦可能有许多条路线，这些路线的时间和中，也有一个最大值，由主要 
矛盾线上的时间总和减去这个最大值，再减去这一任务所需的时间，就是这一任务 



74 


华罗庚文集 


的最迟开工日期.例如，从终止点到③共有两条路线，各喬8+0=8周及 7+6.5=13.5 
周，其中 13.5 周较大，而主要矛盾线时间总和是19周，因此在任务①—③线下写 
上 A ( 3 . 5 = 19- 13.5-2). 

把上面计算的结果都写在图上，就得图 1-28. 



图 1-28 


再赘一句，对任务 (3-6) 来说： 由于它的上一任务还没完成，它不可能在两周内开 
工.但如果在 5.5 周后才开工，就必然耽误整个进度.在主要矛盾线上内的数 
目一定相等.口 △ 内数值差额愈大的任务，愈有可以支援其他任务的潜力. 

反向图 ：把图 1-27 的所有箭头都倒转过来，得下图 



图 1-29 


试算出反向图上各最早可能开工时间及最迟必须开工时间，比较 一下， 看看它们之 
间有什么关系.不难看出顺向图的最早可能开工时间，加上反向图的最迟必须幵工 
时间，再加上相应的工序时间等于19;同时顺向图的最迟必须开工时间，加上反向 
图的最早可能开工时间，再加上相应的工序时间也等于 19. 

这是指领导没有给我们特别指示的情况下，假设根据有关历史资料或对每项任 
务所需时间的经验估计,所作出的图.如果领导指示工程必须在17周内完成，我们 
对 △ 内的数字就不能这样填,就必须以17周为基数来进行反算.于是①—④、④ 
—⑥、⑧—⑦处的时差都变为 - 2 . 因此，我们必须采取措施，来满足这一要求.与 
此相反，如果领导要求是20周完成，则 △ 内的数字就依20周为基数，进行反算, 
于是时差都多了 1周.遇见这样情况，我们就该机动地从节约角度来考虑问题，酌 
童地减少劳动力并使其均衡，或适当地减少设备. 



统筹方法平话及补充 


_ 75 • 


注意图 1-27 是作为练习提出的,试想一下，虚任务③上⑤的意义,也就是 
图 1-27 的逻辑关系是否等价于图 1-30： 



图 1-30 


图 1-27 是双代号的，利用 

(1-2) (1-3) (1-4) (2-3) (3-6) (4-6) (3-7) (6-7) (7-) 
ABCDFGH I J 

可以把它变成为以下的单代号表 示图： 



图 1-31 


(图中 ®、® ' © 三项任务同时开始进行） 

§7算 法 

对简单的情况说来，线路是一目了然的.但任务多了，线路纷杂，哪些己经算 
过了，哪些还没有算过，这就出现了既麻烦，而又容易产生错误的情况.那么，怎样 
来避免错误，避免漏算呢？为此,一套计算表格就产生出来了（见表 1-1). 第一栏是 
工序代号,依第一字（箭尾号码）的顺序由小到大排列，如果第一字相同则依第二字 
(箭头号码）的顺序排列.其余几栏依次是,这一工序需要的时间<£、最早可能开工 
时间 r E (也就是预计在这期间内不可能开工)、最迟必须开工时间了以也就是按预 
计,在这期间内不开工将影响整个工程进度）及时差. 

以§6图 1-27 为例，我们可以列出表 1-1 的计算表格. 

表 1-1 的第三栏 巧 可以从表上由上而下地计算.工序（1-2)、（1-3)、（ I - 4 )的 
Te = 0 , 工序 （2-5) 的 r E 等于 (1-2) 的 r E 加 t E (= 0 + 3 = 3). 工序（3~5)及（士6) 
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的 Te 等于 （1-3) 的加 « b (=0+2=2). 工序 （4>6) 的等于 （1-4) 的 7^ 加 
t £ (=0+4.5=4.5). 工序 （5> 7 ) 的 r E 等于 （ 2 -5) 及 (3-5) 中的; T £ 加的较大者（即 
3+5=8, 0+2=2 中的较大者 8). (6>7) 的 r E 等于 (3-6), (4-6) 中的 7^ 加 化 的较大 
者 (2+7=9,4.5+8=12.5, 较大者为 12.5). 而 7 的 r 及由 (5-7), (6-7) 得来 （=19) •总 
的一句话,本工序的等于紧前工序的； r E 加或紧前各工序的 r E 加中的 
较大者. 

表 1-1 

： DiMa 号 — ~本工时间~ 开工时间 

iff 尾号 箭头号 tg 最早 r g giS T l T l - Te 

i i i 

13 2 

1 4 4.5 

2 5 5 

3 5 0 

3 6 7 

4 6 8 

5 7 8 

6 7 6.5 


表 1-1 第四栏 G 的算法，是从下 而上. 工序 （6-7) 的 T L {= 19) 等于7的 
减去（心7)的 t s (19 - 6.5 = 12.5). 同样（5>7)的等于7的 7 Y 减去 （5-7) 的 
« e (19-8 = 11). (‘6) 的71 等于 （6*7) 的 T 乙减去 (4-6) W 4(12.5-8 = 4.5). (3-6) 
的 Ti 等于 （5*7)7^ 减 （3*5) 的 f E (U -0 = 11). 总的一句话，本工序的凡等于紧 
后工序的7^减去本工序 t E , 或紧后各工序 A 中的最小者减去本工序的 

将以上计算结果填入表内，再在第五栏填入相应的71减 r E 的值,即得表 1-2. 

表 1-2 

工序編号 本 i 序 A 间 开工时间 

衝尾号 箭头号 _ t E 最早 Te 最迟71 T l ~Te 
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在图上将时差为 “0” 的各工序,用红线（或粗线）连起来，即为主要矛盾线.对 
熟练的人来说，不必用表格计算，只要逐步比较，就可以很快地找出主要矛盾线来. 

例如： 在图 1-27 中，首先将① ④― ⑥与①—③-»⑥比较，①-»④— 
⑥的时间长,就可把③- ► ⑧甩掉，再比① —③— ⑤与①—②⑤，可甩掉① 
—③—⑤,这样，只剩下两条线①—④—⑧—⑦、① ―②- ⑤—⑦，两者 
比较,立刻可以找出① — ④—⑥—⑦为主要矛盾线. 

例题： 试用对比法找出下图的主要矛盾线. 



先比⑥—⑧—⑨、⑥ — ⑦—⑨，甩掉前者，再甩②—⑥ — ⑦，再甩④一⑦、 
⑤—⑦-⑨,再甩⑨—④,最后甩①—③—⑤，因此，得出主要矛盾线①— 
②— ④—⑤ —⑨. 


§8原材料、人力、设备与投资 

在作出流线图并定出主要矛盾线之后，就必须根据各项任务所需要的原材料、 
人力、设备与资金作出日程上的安排. 例如： 任务 (4-6) 所需要的原材料必须在第 
4.5 周送到,各种人员也必须及时到达工作岗位.委托其他单位代加工的半成品，在 
订合同时也必须以此为根据.如果知道不能按时交货，应当修改流线图. 

以人力为例,首先做出表格，然后计算出什么时候，所需某种技工的人数.例如 
第一周任务 (1-2) 需要甲种工二人，乙种工 五人； 任务 (1-3) 需要甲种工一人；任务 
(1-4) 需要甲种工三人，乙种工二人.在第一周总共需要甲种工六人，乙种工七人. 
用以下的表格来表明甲种工的需要情况. 

表 1-3 中网线表明主要矛盾线上的情况， 3*6 的一块,表明从第三周到第九周, 
每周需要三个甲种工，而总数表示第一周需六个，第二周需六个，……而第五周上 
半周要八个，下半周要九个. 
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从这个图上也可以看出一些 问题： 首先，所需总人数是否超出可能性，如果超 
出，我们必须事先调整,或采取其他 措施; 其次，能否安排得均勻些. 

例如,在任务 (2-5) 完成后停工3周，而任务 (3-6) 从第 4.5 周开始减为两个甲 
种工，延长 (3-6) 的完成时间，这样整个任务就有可能在8个甲种工的条件下进行 
了. 

请读者试用这样的改动，作出一个箭头图来，看看七个甲种工能不能如期完成 
任务？ 

对于多种产品生产（即多个目标）问题，这种安排就更为重要了.处理的方法 
是： 对每一个目标做一个流线图（也可以将若干个目标表示在一个流线图上)，对每 
一个流线图列出各种人员的需要表，把各表上的某种人员总计数加起来，这样就可 
以看出在现有的人力范围内是否能够完成.如果超出限度，我们就要研究如何错幵， 
如何延长，才能达到最经济最合理.说来简单，但多种产品的生产是很复杂的,必须 
根据实际情况才能摸索出较好的方法来. 

以上所讲的是人力问题，实质上也可以用来处理设备问题，如果每个车床都有 
专人负责,则设备限制的问题就和人力限制的问题统一起来了.例如我们可以按刨 
床、车床、磨床、铣床列表处理. 

关于原材料问题，由于有了流线图，可以把进料时间扣得更紧些.原材料过多 
过早的储存，不但积压资金，多占仓库面积，增加自然损耗等，而且最终必然导致影 
响社会主义建设扩大再生产的进度.有了统筹方法，就有可能扣得更紧些.有时，我 
们甘愿冒几分停工待料的风险，也比储料过多更上算，对整个经济的发展可能更有 
利些. 

投资问题这儿就不多谈了. 

更复杂的问题这儿也不多谈了.总的一句话，这是一个新兴的方法,一切还待 
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创造、改进和完善，特别重要的是在社会主义建设的实践中，不断地作具体的修改 
与补充. 


矽横道图 

根据上节的甲种工人配备表，可以画成以下的工程界所熟知的横道图（即 L. H. 
Gantt 图，又称条形图)，见图 1-33. 



可以根据箭头图得出的合理方案，画出横道图来，但切不要从横道图出发来搞箭头 
图，因为横道图略去了箭头图上的若干特点，有如行政区域图上没有等高线，我们 
看不出地面的起伏来. 

箭头图实质上交待了不少“横道图”为什么这样画的道理. 

如图用箭杆的投影长度表周数，虚线表空余时间，则我们有时也可以把横道图 
的优点统一到箭头图中来.图 1-34 就是按图 1-31 画成的.由 F 到I的箭头投影长 
度是 10.5, 但其中的实线部分是7,表明需要实际工作时间为7周.为了避免工序 F 
与工序 C 使用的人力发生矛盾，可以把 F 的3〜 4.5 周的一段画成虚线“……”， 
把实线部分移后 2.5 格. 


工序 

名称 

甲种工 

人数 











8 












C 

G 

I 

A 

1> 

H 

B 

F 

3 C 

4 

5 

2 A 
2 

2 

1 B 

3 


厂 




















: 



- 

一 



〆 








图 1-34 
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在不太复杂的工程中，把箭头图画在时间坐标上是有好处的（参考附图1)，实践中 
已经出现了不少 例子. 把各主要工种所需要的人数（以及设备、原材料、资金）都 
按日地排在一个表上，这样更易于综观全貌. 

§10练习题 

1. 利用下表的资料画出箭头 图来： 


表 1-4 

任 务 

紧 前 

K 后 

A 

无 

B , C，G 

B 

A 

D,E 

C 

A 

H 

D 

B 

H 

B 

B 

F,I 

F 

E 

J 

G 

A 

J 

H 

D,C 

J 

I 

E 

K 

J 

F . G.H 

K 

K 

l,J 

无 


任务 A 表示在 O 内填上号码.读者思考一下，如果仅知道“紧前”（或 
“紧后”）一栏是否已足够画出图来？合适的安排是使箭杆不出现交点. 

这是双代号法的图形，再试做出单代号法的图形. 

2. 利用表 1-5 资料画出箭头 图来： 


表 1-5 


任 务 

% 前 

任 务 

* 前 

U 

A,B,C 

N 

S 

A 

L,P 

P 

T 

B 

M,Q 

Q 

T 

C 

N,R 

R 

T 

L 

S 

S 

V 

M 

S 

T 

V 


画出的箭杆可能相交，试回答，能否画出一个箭杆不相交的箭头图来？ 

3. 算出图 1-6 的时差 • 

附记 
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1. 如果一个计划是由若干分计划所合成的，而分计划与分计划之间的公共点 
不多，可以分别制订计划，然后再合并一起，统一安排. 

2. 不要把箭头图看得太简单了，实际的困难在于找到各工序之间的正确关系 
(如混凝土的浇灌，必须在建立模板之后).但也有不少不太确切的工序名称，因而 
在做箭头图前，必须先从群众中来.让大家说明他们所担负的各任务与其他任务的 
关系，并提出意见和建议.图做好后，还必须到群众中去，由群众审査是否有漏列情 
况. 

3. 在这儿,我们写下练习题1的解，供参考. 

双代号的图形是 



单代号的图形是 


图 1-35 



二非肯定型 

§11化非肯定型为肯定型 

在计划中每个环节能够确切不差地如期完成的情况，毕竟是少数.由于一些预 
见不到的因素，总有或多或少的时间变化，因而一般讲来，非肯定型的问题是更常 
见的.为了读者容易理解，我们先介绍了肯定型的问题，这不仅是因为肯定型也有 
用，而更主要的是因为它也是进一步处理非肯定的基础. 

每一任务的完成时间拿不稳，怎么办？是否我们的方法就无能为力了？不，这 
正是我们的方法的好处所在.我们能够从成千上万个不太肯定的环节中，找出最终 
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完成的可能性规律来. 


与其向负责某一项具体任务的单位，要一个靠不住的“确切”的完成任务所需 
要的时间,还不如请他对完成这一任务提出三个时间 ，即： 一个最乐观的估计时间， 
—个最保守的估计时间和一个最大可能完成的估计时间.例如，任务 (4-6) 在一切 
条件顺利时,需要6周 完成; 在最困难的情况下14周可以完成.据估计看来最可能 
7 周完成.我们用来表示，箭杆下的数值表示“平均”周数.这个数值的算 法是： 

|(6 + 4 x 7 +14) = 8 

一般的计算公式是，最乐观的估计加上最保守的估计，再加上最可能的估计的4倍, 
然后除以 6. 就这样把一个非肯定型的问题转化为肯定型的问题来处理.例如图 
2 - 1 . 



图 2-1 


这样把不肯定型化成为肯定型之后，就是§6中处理过的问题.在§6中算出来 
的总完成日期是19周. 

也许读者 会说： 一个裁缝一把尺，估计任务 (6-7) 的和估计任务 (3-6) 的水平 
不一定相同，但这是关系不大的，众人估计，算在一起，实际上还就是一个估计，用 
概率的观点来衡量估计,偏差不可免，但趋向总是有明显的参考价值的.当然,这并 
不排斥每个估计都尽力做到可能精确的程度. 

请注意,用估算得出来的完成日期 （19 周)，仅是一个可能的完成日期，确切地 
说，在这个日期前完成全部工作的可能性大约是50%,用些统计工具可以获得在多 
少周到多少周之间完成的可能性在95%以上,等等. 

§12平均值与方差 

以上所讲的是求平均数的一种方法,我们并不排斥其他方法，或估计方法.但 
最好还是在工作中全部地对比式地记录下来，作为科学实验的数据.就这样不断对 
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比，不断提髙来改进设计计划水平.特别对有较多经验的工序，例如己做了十几次， 
各有数据，那我们就不妨取这些数据的平均数. 

我们现在重复叙述 一下， 上节所用到的求“平均数”法. 

如果估出是乐观是 a 周（或记为 t 。） 最保守是6周（或 记为从 最可能是 c 周 
(或记为 i m ), 我们取 

a + 4 c + 6 
6 

作为平均数并且以 

(宁 ) 2 

作为方差（为什么这样做，以后再讨论). 

例如： 沿主要矛盾线 (1-4), (4-6), (6-7) 的平均数及方差 各为： 


表 2>1 


任 务 

(1-4) 

(4-6) 

(6-7) 

总 和 







m 

n 

_ 



我们说主要矛盾线上各工序完成的总日数的平均数是 A / = 19周，而总方差是 
豈•豈 的平 方根： 《7 = ^=1.8,这是总完成日数的标准离差.假定总完成日 
数是一个以 M 为均值 a 为标准离差的正态分布，则可以由之而估出在某-期限之 
前完成的可能性,例如在 


M + 2 a = 19 + 2 x 1.8 = 22.6( 周） 
前完成的可能性是98%,在 

M + <7 = 19 + 1.8 = 20.8( 周） 


前完成的可能性是84%. 

现在又添了不少“为什么”. 例如： 为什么总完成日期是一个正态分布？为什 
么在 Af + 2 a 之前完成的可能性是98%?等等.这些问題的回答，必须要用些概率 
论的知识，而在国外有些文献中，似乎用得不妥.我们在后面将指出其不妥处,并且 
希望数学工作者能够进行些理论的探讨. 

我现在先暂且不讨论为什么，而在§13〜15中将叙述怎样来计算的方法，学会 
了之后就先用.§16 〜 19可以暂且不看. 
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§13可能性表 


在 M + Aa 之前完成的可能性以 p ( A ) 表之，则有以下的表（正态分布). 



在上节例中的百分比，就是这样査表査出来的. 

如果问二十周（或二十六周前）完成的可能性，可以从 


19 + 1.8 A = 20 


P ( A ) 

0.50 

0.54 

0.S8 

0.62 

0.66 

0.69 

0.73 

0.76 

0.79 

0.82 

0.84 

0.86 

0.88 

0.90 

0.92 

0.93 

0.95 

0.96 

0.96 

0.97 

0.98 

0.98 

0.99 

0.99 

0.99 

0.99 


A 


1.8 


= 0.56 


中算出 
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査表可知有70%的把握（准一位小数). 

我们在讲些“所以然”之前，先算一个例子,对急用先学,边学边用的同志来说， 
从这个例子学会了应用，最为重要.后面看不懂的部分将来再说. 


§14例 子 

问题. 我们有一计划，其中各任务间的关系和数据如图2~2,问90周内完成的 
可能性有多少？ 



图12 


解答： 

第一步算出最早可能、最迟必须完成时间与时差.我们用以下的手算工作表进 
行.首先将任务依第一字的顺序由小到大排列，如果第一字相同则依第二字的顺序 
由小到大排列，然后写下最短、最可能、最长三个估计的时间，写好后如表 2-3. 
先用 

fo + 4 t m + t p 
tE = - 6 - 

来算出平均时间，填入第五栏，这样就变为肯定型的情况了. 

第二步用处理肯定型的办法算出最早可能完成时间 T S . 

第三步现在已经有了预先给定的完成时间90周，因而是从90周中减起算出 
T L 的数值来（与肯定型稍有不同). 
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第四步还是由 t l _ t e 求时差，但注意时差可能出现负数了（这就是为什么不 
称为“富裕时间”的道理).最小负数的箭杆形成主要矛盾线，经过这样算得出的结 
果见表 2-4. 

手算 工作表表 2-3 

工序編号 



时间 


开工时间 

时差 

箭尾号 

箭头号 

最短 t D 

最可能 t m 最长 t p 

平均 t E 

最早 Te 最迟7^ 

T l - T b 

33 

36 

10 

16 

28 




33 

39 

18 

28 

44 




36 

42 

4 

6 

10 




36 

45 

2 

2 

4 




36 

72 

24 

30 

42 




39 

45 

6 

10 

16 




39 

48 

20 

28 

40 




39 

51 

4 

8 

10 




39 

54 

6 

8 

12 




42 

57 

2 

2 

4 




45 

60 

24 

32 

52 




48 

63 

4 

4 

10 




51 

66 

10 

20 

32 




54 

69 

24 

30 

48 




57 

72 

8 

12 

20 




60 

63 

0 

0 

0 




60 

72 

6 

14 

32 




63 

75 

6 

6 

10 




66 

75 

2 

4 

8 




69 

75 

4 

10 

20 




72 

75 

4 

€ 

8 




75 












手算 工作表 

表 2^4 



工序编号 



时间 


开工时间 

时趋 

箭尾号 

箭头号 

最短 t。 

最可能 t m 最长 tp 

平均 t E 

最早 T E 撖迟 t l 

Tt - Te 

33 

36 

10 

16 

28 

17.0 

0 15.0 

15.0 

33 

39 

18 

28 

44 

29.0 

0 -5.0 

-5.0 

36 

42 

4 

6 

10 

6.3 

17.0 62.7 

45.7 

36 

45 

2 

2 

4 

2.3 

17.0 32.0 

15.0 

36 

72 

24 

30 

42 

31.0 

17.0 53.0 

36.0 

39 

45 

6 

10 

16 

10.3 

29.0 24.0 

5.0 

39 

48 

20 

28 

40 

28.7 

29.0 49.6 

20.6 

39 

51 

4 

8 

10 

7.7 

29.0 57.7 

28.7 
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工序编号 

箭尾号箭头号最短 

~39 54 6 

42 57 2 

45 60 24 

48 63 4 

51 66 10 

54 69 24 

57 72 8 

60 63 0 

60 72 6 

63 75 6 

66 75 2 

69 75 4 

72 75 4 

75 


时间 

最可能最长 tp 
8 12 "" 

2 4 

32 52 

4 10 

20 32 

30 48 

12 20 

0 0 

14 32 

6 10 

4 8 

10 20 

6 8 


平均 t E 

8.3 ~ 

2.3 
34.0 
5.0 

20.3 
32.0 

12.7 
0 

15.7 

6.7 

4.3 

10.7 

6.0 


开工时间 

最早: ~最迟 r L 


39.0 

69.0 

34.3 

78.3 

65.4 

47.3 

71.3 

83.3 

68.3 

83.3 
85.7 

79.3 
84.0 
90.0 


续表 

时差 

T l - Te 

~ "ioo ~ 

45.7 
-5.0 
20.6 

28.7 

10.0 

45.7 
10.0 
-5.0 
10.0 

28.7 
10.0 
-5.0 
-5.0 


附注： 有时用手算工作表，并不比图上算来得快些. 
由此可见主要矛盾 线是： 



再用表 2-5 算出主要矛盾线上的方差. 

因此标准离差 

A = = y / 62.5556 = 7.91 

总的平均周数已经在表 2-4 中算出等于 95. 

因此求 


95 + 7.91 A = 90 
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即得 


A 


-5 

7 i 91 


査§13的表 2*2 得出可能性是26%. 


表 2-5 



总括 一句： 这个工程90周内完工的可能性只有26%,四次里面可能有一次成 
功,三次失败. 


放长期限到100周，由 


95 + 7.91 A = 100 


解出 


査表 2-2 得出可能性为74%,成功的可能性四次里面可能有三次了. 

附记用肯定型的办法来画主要矛盾线对吗？我们暂且如此用，在§16有更 
好的办法来处理这个问题，在那里我们考虑了潜在发展的可能性. 

我们想指出，对每一任务都用最保守的估计，因而可以算出整个工程最保守的 
估计，这样可以心中有底，知道在某一日期前定能完成.同样我们都用最乐观的估 
计，也可以算出整个工程的最乐观估计，这样可以知道完成任务所需的最短时间. 
如果这两种方法所得出来的主要矛盾线是同一的，那就不一定要用概率方法来决定 
主要矛盾线了. 


§15练习题 


1. 纠正图 2-3 上至少存在的六个错误. 
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非肯定型的主要矛盾线的画法对吗?① 

我们化非肯定型为肯定型，因而画出了主要矛盾线，这样的方法对不对？值得 
重新考虑.是否非肯定型应当有从它本身特点考虑出来的主要矛盾线，现在就来讨 
论这个问题. 

说得确切些，化为肯定型而算主要矛盾线的方法，可以描绘 成为： 在以1/2的 
可能性来完成整个计划的条件下，来定主要矛盾线.因而确切的提法似乎应 当是： 
给了一个预计完成日期，在所有的线路中，依预计日期完成的可能性最小的才是主 
要矛盾线. 

算 法是： 对各条路线都用§15的方法算出在预定时间之前完成的可能性,把可 
能性最小的及非常接近于最小的线路定为主要矛盾线. 

第 i 条路线的平均时间是风,标准离差给定日期是 Q, 则由 


而这条路线在 Q 周前完成的可能性是 

P (^~) 

数值最小的所对应的路线作为主要矛盾线. 

由于 J)(A) 是 A 的增函数，因此只要在 

Q-Mj 


中找出数值最小的就够了. 

在实际计算中不必要算出所有的（0-私)/内来，只要考虑那些抓比较大的, 
再考虑内中比较大的就够了.因为全部算出，往往不胜其烦，且作用不大. 


§17为什么这样定平均数？ 


为什么用公式 


来代表平均数？为什么用 


M 


o + 4c + 6 
6 



①§16〜19是研究讨论性质的，用了一些较难懂的数学，有困难的读者可以跳过去. 
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来表示 方差. 美国的一些专家说，这样算还是符合实际的，但怎样解释呢？当然，只 
能加以解释，而不能像普通数学上那样“证明”.先讲我们的解释，再介绍美国所流 
行的一种解释，他们的解释既要用到高深数学，又似乎得不出需要的结论来. 

a 是最乐观的估计， c 是最可能的估计，我们用加权平均，在 ( o , c ) 之间的平均 

值是 

a + 2 c 
~3~ 

假定 c 的可能性两倍于 a 的可能性.同样在 ( c , b ) 之间的平均值，是 
2 c + b 
3 

因此完成日期的分布可以用 

a + 2 c 2 c + b 
~~ 3 ~ 5 ~ 3 ~ 


各以 I 可能性出现的分布来代表它（渐近).如果这是对的,这两点的平均数是 

1 / a + 2 c 2 c + a + 4 c + 6 
2\3~ + T ~) = ~6~~ 

而方差是 


1 Y a + 4 c + 6 

2lA 6 




f a-^-Ac + b 2 c + 6 


)1 


(对 


再看美国一些 PERT (这是美国对非肯定型方法所叫的名称）工作者的说法，他 
们说完成时间的分布是依所谓分布的规律的，假定方差是 ▲( b - a )' 则均值的 
渐近值就等于 i(o + 4 c + 6). 为什么方差是 -( b _ a ) 2 没有交待，即使如此，也不能 
用/3分布推得以上的结论来.当然另一个可#性是我没有看懂.但我把他们的论点 
交待 如下： 

为了简单起见，我们用0 = 0,6=!^分布的定义是 
P(x) = ^(l - x) q /B(p + 1,9 + 1 ) 


这儿 

把这些条件 用上: 


B { m , n ) 


r ( n ) r ( m ) 
r(m + n ) 
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(1) 在 a: = C 处取极大值，即 


由此推出 


即得 




c^-^l - x) q - qa^il- x)"- 1 = 0 

p(l — x) — qx = 0 x =―-— 

P + Q 


(2 ) 均值的近似值等于 
均值等于 

fi= f x0(x)dx = 


P + Q 


4c+l 

6 


_B(p 4- 2,q + 1) • 

~B(p + l,9 + l) p + 9 + 2 

p+ 1 _ 1 +4c 

p+q+2 6 


a^ +1 (l + x^dx/Bip + 1 , 9 + 1 ) 

P+1 


(3) 方差 = 
方差 = 


/ (x - n) 2 0{x)dx 
Jo 

f x 2 0(x)dx -2/i / x(3(x)dx + fi 2 = [ x 2 p{x)dx - n 2 
Jo Jo Jo 

f i p+2 (l - x) q dx 


-_" 2 


~ B(p + l,g + l) 

B(p + 3, g + l ) _ ( p +1 V 
B ( p + 1,9 + 1) \P + 9 + 2 / 

(p+2)(p+i) _ ( p+i y 

(p + ^ + 3)(p + q + 2) VP + 9 + 2 / 

二 (P+ l)(g + 1) 

(p + ? + 2) 2 (p + g + 3) 
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算到这儿问题可以改 述为： 假定 

(p + l )( q + l ) = 丄 

(p + g + 2 ) 2 (p + g + 3 ) ~ ¥ 

则由 c = p/p + g 可以推得 


从 


解得 


代入⑴式 


即 


P +1 二 1 + 4 c 
p + q + 2 一 ~6~ 


c = p/p + q n = p+\Jp + q + 2 


c(l _ 2/ i ) (1 - c)(l - 2/ x ) 

- c n - c 



6 2 / i(l - fi)(p - c ) = 1 + n ~ 3 c 


怎样从这个式子推出 


M = 


^(l + 4c) 


是一个疑问. 

用了高深数学并没有回答原来的问题. 

附记 

对一个任务如果经验多了，通过资料知道它们以往是 


周完成的，则我们可以用 
来表均值，用 


On, 


a\ + Q2 -\ - h On 

n 


V= h - a< ) 2 


( 1 ) 


( 2 ) 


表方差. 




§18 整个完成期限适合正态分布律 
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为什么最后完成期限是一个服从以 
M = A 


为均值，以 


5(^) 


为标准离差的正态分布随机变量，用到了概率论中有名的中心极限定律，对不对？ 
当 S 充分大时，这可能是一个较好的渐近估计，细分析一下在实际上用 


a, + 4cj + bi 


■ ( V ) 1 


各为均值与方差的时候，我们己经用了下面的分布来替代了原来的 分布： 


• ai + 2a 


各有^可能性. 

如果 s 不太大,可以用以下的方法来处理，即 


n (^ 


中; C 的指数< Q 诸系数之和等于在 Q 周前完成的可能性. 
当 s 大时,这个方法很难直接计算，是其缺点. 

如果不管; (&< - 叫) 2 ,而直接从 |( ai + 4^ + 6 4 )联想由 

o 0 


ri( 


1 04 + 4x°* + x bt \ 


求其中 z 的指数< Q 的诸系数之和那就更直接些，但计算起来也就更麻烦了. 


§19时差也要用概率处理 

现在所算出的最早可能完成时间实际上是在 t e 前有 1 / 2 可能性完成.最 
迟必须完成时间实际上也是,如果到 Ti 仍完不成而推迟任务的可能性是 1 / 2 , 
因此也应当用概率处理才对. 
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但为了简单起见，我们这儿不多谈了.我们所算出的时差大小，只是用来作为 
调整的参考资料而己（同时每个环节都要这样算，计算量也太大了). 

附带说明一句，非肯定型比肯定型的计算复杂得多，因此尽可能避免用非肯定 
型.例如： 如果数据都是大致对称的，也就是 c 是 a 、 b 的均值 + 时，在这种 
情况下可以作为肯定型来计算.但要注意结论是平均完成曰期. 


§20计 划 

也计有人认为统筹方法仅仅着重于时间，而忽视了其他.实质上也不尽然.因 
为每道工序所需要的时间是由其他因素决定的.而我们是在这样的基础上来画箭 
头图的. 

计划的制订，应当根据邻导的要求来进行. 例如： 领导要求保证质量尽快做成， 
没有人力物力的限制. 又如： 要求达到最高工效. 又如： 在现有设备和交货日期的 
限制下制定等等.为了简单起见，我们现在讲一个在时间最短的条件下用人最少的 
安排方法. 

先画出箭头图，再调査每一工序最短可靠完成时间，依这些时间画图，找出主 
要矛盾线来.然后在按照主要矛盾线所要求的时间按时完成本工程的条件下，把非 
主要矛盾线上的人数（或设备）尽可能减少或降低高峰用人.这样就达到在工期最 
短的条件下,用人最少的目标了. 

说的抽象些，计划问题是如下的数学 形式： 

—项任务需要100人周完成，并不是说700人可以一天做成.也不是说一个人 
700天做完,往往是人少做不成，人多窝了工.所谓100个人周的意 思是： 在人数恰 
当的时候,确乎是人数与时间成反比例. 

例如 ©—© 工序的人数0^适合于 

ffij ^ X x j ^ hij (1) 

也就是说.当人数少于每人工效显著下降.当人数多于将出现较严重的窝 
工现象. ©-© 需要的工作量是沿每条线算出 




的和，写成为 


4 = E 

(*) 


x ij 
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是沿第 fc 条线路所需要的时间，而整个工程完成的时间等于所有的中的最大者. 
即 



条件不止 （1) 一个,还可能有各种各样的条件，例如某工种的人数限制，某项设 
备的限制，原材料到达日期的限制等，计划问题在于在这些限制下，我们求 r 的最 
小值，称为最优解. 

注意： 这样的数学问题一般是不容易求出最优值的.首先，有时这样的问题比 
—般所知道的规划论上的问题还难，一下子找不到有效解.其次，计算量太大,不好 
办. 如果已经有一个设计方案，可以尽可能地改进，下次再安排计划时，便可以在这 
个基础上进一步加工了. 

还必须再赘上一句，定下 r 的数值之后，工作并未结束，在非主要矛盾线的环 
节上还应当 检査： 在不影响整个进度的条件下，用人能不能再少，设备能不能再少. 

总人，向主要矛盾环节要时间，向非主要矛盾环节要节约. 

此外,值得在此一提 的是： 在制订计划的时候，为了保证产品质量，必须添上一 
些检査原材料（或半成品）质童的箭头,把不合格的剔除，以便提高整个产品的合格 
率. 


§21 施 工 

在计划定好后，我们有了箭头图，但这个箭头图并不是一成不变的.为了适应 
形势的进展，范围小的可以由专人掌握，随时了解情况，及时调整，指导 生产； 而范 
围大的必须建立一套报表制度,随时掌握情况.表格力求简单，除印好的部分外，只 
填几个数字就行了.例如，印好的部分 如下： 


蟶蠣山 

甲 

Z . 

箭尾 


T ： 程 ' 

开工日期 

估计完成曰期 

* 估时间 

号码 

L _ l ^ 

性质 

月 

H 


月 


年 

最短 

最可能 

最长 

536 


工程 











(1) 已经开工或已经有开工曰期的请填甲栏. 

(2) 如还没有确切的开工曰期的请填乙栏.如估计无变化，则填不变二字，如有变化请填上重估时间. 

(3) 切勿两栏同时填._ 


这个表仅供参考之用，可以根据实际情况制定各种必要的表格，但原则是表中 
要填写的内容愈少愈好. 

有了表格，可以做出规定，例如每月循环两次.要施工单位按期将报表送给“总 
调度”.总调度负责分析这些资料.把分析所得出的意见送给领导.例如某一环节 
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进展得快了，必须通知下一任务的负责单位早日准备进入工地.又如哪一个环节没 
有按时完工，必须采取怎样的特殊措施.又如主要矛盾线有了变化，或次要矛盾有 
转化为主要矛盾的可能了，等等.然后将领导批准的意见下达，指挥生产.按固定 
的时间提出报表，按固定的时间进行分析，按固定的时间下达指令（指一般的情况, 
特殊情况可以随时下达)，周而复始，一直到任务最后完成为止. 

在“总调度室”备有显示箭头图的模板一块，根据反映的情况随时修改箭头图 
(但必须把修改的过程记录下来).图上特别标出正在进行的工程及其进度.具体做 
法，必须发挥人的主观能动性，在实际工作中，依靠群众，自始至终地走群众路线， 
不断摸索，不断前进. 


§22总 结 

每次修改箭头图的记录，也是进行总结的好材料. 例如： 由于某一外协工作（或 
外协件）没有及时完成，由于漏列了某 -- 工序等等,都可由记录中获悉.反映最后实 
施的箭头图，也就是下次设计的好依据，或其他地区设计类似工程的良好参考. 

各兄弟单位类似工程的最后实施图的对比，不仅可以找出整个工程的差距来 
(用数字表达的差距)，而且可以一分为二地看问题，分析出在哪些工序上，我们组织 
得比较好些，而哪些比较差些，因而收到取长补短的效果. 

(据中国工业出版社1966年5月版排印） 
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优选法平话及其补充 
一 “优选法”平话 


§1什么是优选方法？ 


优选的方法的问题处处有，常常见.但问题简单，易于解决，故不为人们所注意. 
自从工艺过程日益繁复，质量要求精益求精，优选的问题也就提到日程上来了.简 
单的例子 ，如： 一枝粉笔多长最好？每枝粉笔都要丢掉一段一定长的粉笔头，单就 
这一点来说,愈长愈好.但太长了，使用起来既不方便，而且容易折断，每断一次，必 
然多浪费一个粉笔头，反而不合适.因而就出现了 “粉笔多长最合适”的问题,这就 
是一个优选问题. 

蒸馊头放多少碱好？放多了不好吃，放少了也不好吃，放多少最好吃呢？这也 
是一个优选问题.也许有 人说： 这是一个不确切的问题.何谓好吃？你有你的口味, 
我有我的口味，好吃不好吃根本没有标准.对！但也不完全对！可否针对我们食堂 
定出一个标准来！假定我们食堂有一百人，放碱多少，这一百人有多少人说好吃，统 
计一下，不就有了指标吗？我们的问题就是找出合适的用碱量，使食堂里说好吃的 
人最多. 

这只是引子，是比喻.实际上问题比此复杂，还有发酵问题等等没有考虑进去 
呢！同时,这样的问题老师傅早已从实践中摸清规律，解决了这一问题了，我们不过 
用来通俗说明什么是优选方法而己. 

优选方法的适用范 围是： 


怎样选取合适的配方，合适的制作过程，使产品的质童最好？ 
在质量的标准要求下，使产量最高成本最低，生产过程最快？ 
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已有的仪器怎样调试，使其性能最好？ 

也许有人说我们可以做大量试验嘛！把所有的可能性做穷尽了，还能找不到最 
好的方案和过程？大童的试验要花去大量的时间、精力和器材，而且有时还不一定 
是可能的.举个简单的例子，一个一平方公里的池塘，我们要找其最深点.比方说 
每隔一公尺测量一次，我们必须测量1000 x 1000,总共一百万个点，这个问题不算 
复杂，只有横竖两个因素.多 几个： 三个.四个、五个、六个更不得了！假定一个因 
素要求准两位，也就是分100个等级：两个因素就需要100 x 100即一万次,三个就 
需要100 x 100 x 100即一百万次，四个就需要一 亿次； 就算你有能耐，一天能做三 
十次，一年做一万次,要一万年才能做完这些实验. 

优选方法的目的在于减少实验次数，找到最优方案.例如在一个因素时，只要 
做14次就可以代替1600次实验.上面所说的池塘问题，有130次就可以代替一百 
万次了（当然我们假定了池塘底都不是忽高忽低的). 

§2单因素 

我们知道，钢要用某种化学元素来加强其强度，太少不好，太多也不好.例如, 
碳太多了成为生铁，碳太少了成为熟铁，都不成钢材，每吨要加多少碳才能达到强 
度最高？假定己经估出（或从理论上算出）每吨在1000克到2000克之间.普通的 
方法是加1001克，1002克，……，做下去，做了一千次以后，才能发现最好的选择， 
这种方法称为均分法.做一千次实验既浪费时间、精力，又浪费原材料.为了迅速 
找出最优方案，我们建议以下的“折迭纸条法”. 

请牢记一个数 0.618. 


1000克 2000克 

用一个有刻度的纸条表达1000〜2000克，在这纸条长度的 0.618 的地方画一 
条线，在这条线所指示的刻度做一次实验，也就是按1618克做一次实验. 


然后把纸条对中迭起,前一线落在另一层上的地方，再画一条线，这条线在1382 
克处，再按1382克做一次实验. 
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两次实验进行比较，如果1382克的好一些,我们在1618处把纸条的右边一段 
剪掉 ，得： 



(如果1618克比较好，则在1382克处剪掉左边一段).再依中对折起来，又可画出 
—条线在1236 克处： 



1236 1382! 1472 1618 


依1236克做实验，再和1382克的结果比较.如果,仍然是1382克好，则在1236处 
剪掉 左边： 

再依中对折，找出一个试点是1472,按1472克做实验，做出后再剪掉一段，等 
等.注意每次留下的纸条的长度是上次长度的 0.618( 留下的纸条长 =0.618 x 上次 
长). 

就这样，实验、分析、再实验、再分析，矛盾的解决和又出现的过程中，一次比 
一次地更加接近所需要的加入量，直到所能达到的精度. 

从炼钢发展的历史也可以充分地看出“优选法”的意义，最初出现的生铁，含 
碳量达4%，后来熟铁出世了，几乎没有含碳量.在欧洲十八世纪七十年代前，熟铁 
还是很盛行的.各种钢的出现，就是按客观要求找到最合适的含碳量的过程. 例如： 
可以冷压制成汽车外壳的钢是含碳量0.15%的低碳钢.做钢梁的大型工宇钢所要 
求的是含碳量0.25%的软钢.通过热处理可以研化制成车轴、机轴的是含碳0.5% 
的中碳钢.做弹簧、锤、锉、斧又需要含碳1.4%的高碳钢.各种合金钢就更需要选 
择配方了. 

以上不过拿钢来做例子，像配方复杂的化学工业、生产条件复杂的电子工业等， 
那就更需要优选方法了. 


§3抓主要矛盾 

事物是复杂的，是由各方面的因素决定的，因而必须考虑多因素的问题.但在 
介绍多因素的“优选法”之前,我们应该学习毛主席的 论断: “任何过程如果有多数 
矛盾存在的话,其中必定有一种是主要的，起着领导的、决定的作用，其他则处于次 
要的服从的地位 
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“优选法”固然比普通的穷举法（或排列组合法）更适合于处理多因素的问题， 
但必须指出，随着因素的增多实验次数也随之迅速地增加（尽管比普通方法的增加 
率慢得多)，因此，为了加快速度节约人力、物力，减少实验次数，抓主要矛盾便成为 
关键的 关键； 至少应当尽可能把那些影响不大的因素.暂且撇开，而集中精力于少 
数几个必不可少的、起决定作用的因素来进行研究. 

举例 来说： 某金属合金元件经淬火后，产生了一层氧化皮，我们希望把氧化皮 
去掉，而不损害金属表面的光洁度.有一种方法叫做酸洗法，就是用几种酸配成一 
种混合液，然后把金属元件浸在里面，目的在短时间内去掉氧化皮，不损失光洁度. 

选择哪几种酸的问题，这儿不说了.只说，已知要用硝酸和氢氟酸，怎样的配方 
最好？具体地说要配500毫升酸洗液，怎样配？ 

看看因素有 多少： 硝酸加多少？氢氟酸加多少？水加多少？什么温度？多少时 
间？要不要搅拌，搅拌的速度和时间？一摆下来有七个因素，每个因素就算它分为 
10个等级，用穷举法就要做10 7 次试验，即一千万次，就算优选法有本领，只要万 
分之一的工作童，那也要做一千次，太多啦！ 

请看搞这项实验的同志是怎样按照毛主席抓主要矛盾的指示来分析问题的. 

总共有500亳升，两种酸的用量定了，水的量也就定了，所以水不是独立因素. 

其次，配好了就用，温度的变化不大,温度不考虑. 

再其次，时间如果指的是配好后到进行酸洗的时间，我们也不考虑这时间，因 
为配好 就洗； 如果指酸洗所需要的时间，那不是因素而是指标，这次搞出的酸洗液 
只要三分钟,所以也不成问题. 

最后,搅拌不搅拌就暂不考虑. 

结果就只有两个 因素： 硝酸多少？氢氟酸多少？因此，只用一天时间做14次试 
验就把问题解决了.否则就要成月成年的时间了. 

再补充说明一下这样分析的 用意： 三种配比有时会误解为三个因素，实际上只 
是两个因素（变数）是独立的. 

酸洗的时间长短,不是因素而是指标，就是说，该时间不是自变数，而是因变数. 

采用“优选法”的同志必须 注意： 在分析问题的时候，要弄淸楚到底有哪些是 
独立变数，经验告诉我们这都是易于发生的错误.还必须再强调一下，在分析出哪 
些因素是独立变数之后，还要看其中哪些因素是主要的. 


§4双因素 

假如有两个因素要考虑，一个是含量1000克到2000克,另一个是温度 5000- 
6000 X ：. 
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我们处理的 方法： 把纸对折一下，例如是在1500克处对折,在固定了 1500克 
的情况下，找最合适的温度，用单因素方法（即§2的方法）找到了在 “ x ” 处.再横 
对折.在5500度时用单因素的方法（即§2的方法)，找到最合适的含量在 “ O ” 处. 
比较 “ O ” 与“ X ”两处的实验，哪个结果好.如果在 “ x ” 处好，则裁掉下半张纸（如 
果在 “0” 处好，则裁掉左半张).在余下的纸上再用上法进行. 



当然因素越多，问题越复杂，但在复杂情况中含有灵活思考的余地.例 如：当 
我们找到 “ x ” 处后，我们放弃对折法，而用通过“ X ”的横线，在这条横线上作试 
验，用§2的方法找到“□”处最好，再通过在“口”处的竖线上做实验，等等. 

例如，某工厂曾处理的问题就是本节提出来的、采用酸洗液洗去金属元件的氧 
化皮的问题.经过分析后，将问题变为•.配500毫升酸 洗液； 问 ：水、 硝酸和氢氟酸 
各放多少效果最好？ 


根据经验和有关资料，他们原先 拟定： 硝酸加入量在0〜250毫升范围内变化, 
氢氟酸在0 〜 25毫升范围内变化，其余加水.这是一个双因素的问题. 

这样的试验,如果采用排列组合的方式进行.若硝酸0 〜 250毫升按5亳升分 
一等分，共分成50个等分.氢氟酸由0 〜 25毫升按2毫升分一等分，共分成13等 
分.如此需要进行50 x 13 = 650次试验.这是既花时间又花物力的试验.我们用 
“优选法”得出的结果，氢氟酸的取值是33毫升，竟超出所试验的范围之外.因此, 
就是做遍650次也找不到这样好的酸洗液. 

用“优选法”指导试验，第一步固定氢氟酸 K 比在变化范围0 〜 25毫升的正 
中，假定加入量为13毫升，先对硝酸含量进行优选.具体方法是，把0 〜 250毫升 
标在一张格子纸条上，用纸条长度表示试验范围.从0开始，按 0.618 的比例先找 
到第一个试验点甲为155毫升，做一次试验.然后将纸条对折起来，从中线左侧找 
到甲的对称点乙为95毫升,做第二次试验（见 图). 对比甲、乙二试验结果，知道甲 
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对折线 


比乙好，立即剪掉乙点左侧的纸条（即淘汰小于95毫长的试验点)，得出新的试验 
范围（即95至250毫升)，再将剩下纸条对折起来，找到甲的对称点丙为190毫升， 
作第三次试验（见图).对比丙与甲的结果，知道甲比丙好，即将丙点右侧的纸条剪 
掉（即淘汰大于190毫升的试验点)，又得出新的试验范围 （95 〜190毫升)，再同样 
对折找甲的新对称点做新的试验（见图).如此循环，到第五次试验即找到硝酸配比 
最优为165毫升.第二步将硝酸含量固定为165毫升，用同样方法对氢氟酸加入量 
进行优选,发现氢氟酸含量在边界点25亳升时,酸洗质量较好，说明原来给出的范 
围不一定恰当，决定在25 〜 50毫升范围再进行优选，到第九次试验，找到氢氟酸 
最优点为33毫升.至此，共试图十四次,所找到 的配方 已经能很好地满足生产的補 
要了，因此试验结束.否则,还须再次将氢氟酸含量因定为33奄升，再用同样方法 
对硝酸含童进行优选，如此做下去，直到找到最优配方为止.这个例子说明，用“优 
选法”不仅能够多快好省地找到最优方案，而且可以纠正根据经验初步确定的范围 
不当的错误. 



附记 

1. 上述合金酸洗液的选配问题，在过去两年里，曾进行过两次试验.一九六八 
年的试验失败了，一九六九年经过许多次试验，总算找到一种酸洗液配方，勉强可 
用； 但酸洗时间达半小时，还要用刷子刷洗. 

这次釆用优选方法，不到一天时间，做了十四次试验，就找到了一种新的酸洗 
液配方.将合金材料放入这种新的酸洗液中，马上反应,三分钟后，氧化皮自然剥落， 
材料表面光滑毫无腐蚀痕迹. 

2. 令： r 代表硝酸量， J / 代表氢氟 酸董； 根据经验和有关资料， 假定： 


250( 毫 升;） 25( 毫 升). 
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如果没有经验和有关资料，只有如下 条件： 

x + y < 500, 0 < x ， 0 < y ; 



我们如何处理？也就是如何进行选配？在这种情况下,上述的双因素方法仍可应用， 
但应注意在三角形之外的点不在考虑之列.更好的方法是改换 变数： 

z = x + y, x = tz\ 

也就是我们令 Z (0 < z < 500) 代表加入酸的总数 ft 而令 <(0 < < < 1) 代表硝酸占总 
酸量的成分并作为自变量.于是问题仍然归结为在长 方形： 


0 ^ 2 < 500, 0 < t < 1 


中求最优方案的问题. 

§5多因素 

(初看时，此节可略去.在有些实践经验，充分掌握了一两个因素的方法之后, 
再试看试用这一节 

也许有人说，“折纸法”由于纸只有长和宽，只能处理两个因素的问题，两个因 
素以上怎么办？学过数学的可以用“降维法”三个字来处理.只要理解了怎样降维, 
就可以迎刃而解了.以上两个因素问题的处理方法就是把“二维”降为“一维”的 
方法. 

我们以上的根据是对折长方形，现在抽象成为“对折”长方体，也就是把长方 
体对中切为两半，大家知道共有三种切法，在这三个平分平面上，找最优点，都是两 
个因素（固定了一个因素）的优选问题.这样在三个平分面上各找到了一个最优点. 
在这三点处，比较哪个点最好，把包有这一点的1/4长方体留下，再继续施行此法. 
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举 例说： 如果在立方体 


0<x< 1, 0<y ^ 1, 1 

中找最优点.在三个 平面： 

*= |, 0 < y < 1, 0 < z < 1 
0 < x ^ 1, 1 / = -, 0 ^ z < 1 
0 ^ I ^ 1, 0 ^ 1/ ^ 1, z = ^ 

上，各用双因素法找到最 优点： 

yi . 幻)，（: 2 ，•， 22 )，（巧，1/3，^). 

看这三个点中哪个最好，如果 21 ，奶) 最好 ，而且 

0 < 1/1 < 0 < 21 < 

则在长方体 0< a :< l ，0< i / 

中继续找下去.如果0 彡 yi < ^ 彡幻 < 1,则在长方体 

中找下去等等.总之，留下来的体积是原来体积的 I 

在实际操作过程中，在定出两平面上的最优点后，可以经比较,先去掉一半，然 
后再处理另一平面. 





华罗庚文集 


二特殊性问题 

§1 一批可以作几个试验的情况 

例如，一次可以做四个试验,怎么办？根据这一特点,我们建议用以下的 方法: 

1. 把区间平均分为五等份，在其中四个分点上做试验. 


2. 比较这四个试验中那个最好？留下最好的点及其左右.然后将留下来的再 
等分为六份.再在 “ x ” 做实验. 


3. 继续留下最好的点及其左右两份区间，再用同法，这样不断地做下去，就能 
找到最优点. 

这是某工厂的工人老师傅所建议的方法，实质上，可以证明，这是最好的方法. 
但须注意，对于每批偶数个实验，这样均分是最好的.然而对于每批奇数个实验的 
情况，则就比较麻烦些（每次一个就是 0.618), 这儿不叙述了. 

有些资料上认为，“优选法”只适用于每次一个实验.每次多个试验只好用老 
方法“实验设计”，这种看法是值得商讨的. 


§2平分法 

在实践中遇到这样的问题.某一产品依靠某种贵重金属.我们知道,采用16% 
的贵重金属生产出来的产品质量合乎要求.我们问，可否少些、更少些呢？使产品 
自然符合要求.这样来降低成本. 
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我们建议用以下的平分法，而不用 0.618 法.我们在平分点8%处做试验.如 
果8%仍然合格，我们甩掉右边一半（不合格甩掉左边一半).然后再在中点4%处 
做实验，如果不合格，就甩掉右边一半.再在中点6%处做实验，如果合格，再在4% 
与6%之间的5%处做实验，仍然合格.留有余地，工厂里照6%的贵重金属进行生 
产. 

这一方法在一些工厂都早已用上了. 

§3平行线法 

我们的问题是两个 因素： 一个是温度，一个是时间.炉温难调，时间易守.根据 
这一特点，我们采用“平行线法”，先把温度固定在 0.618 处，然后对不同的时间找 
出最佳点，在 “O” 处.再把温度调到 0.382 处，固定下来，对不同的时间找出最佳 
点，在“ X ”处.对比之后，“0”处比 “ x ” 处好，我们划掉下面的部分.然后用对折 
法找到下一次溫度该多少，…… 


St 



0 时间 

这个方法是某工厂结合实际的创造. 

§4陡度法 


在4点做实验得出来的数据是 a ， 在 B 点做实验得出来的数据是如果 


> 6,则 


(o-fe) 

( A , S 间的距离) 


称为由 S 上升到4的陡度. 


•m 


•^(«) 


在某化工厂，我们遇到过这类问题.这是一个双因素的问题，我们在横线上做 
了两个实验（①、②）之后，我们立刻转到竖线上去，又做了两个实验（③、④).我 
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们发现④点特好,②点 特差; 在这种情况下我们就不再在横、竖二线上做实验了.我 
们在②与④的连线上⑤点做了一个试验，结果更好,超过了我们的要求. 

总起来这是陡度问题.可以计算①到④，②到④，③到④的 陡度； 看那个最陡， 
就向那个方向爬上去. 



这个方法在某工厂曾经 用过： 从已有的实验数据中发现了很陡的方向，这个方 
向正是寻找最优方案的方向.在这个方向上实验，我们找到了最满意的点. 

§5瞎子爬山法 

瞎子在山上某点，想要爬到山顶，怎么办？从立足处用明杖向前一试，觉得高 
些，就向前一步，如果前面不高，向左一试，高就向左一步，不高再试后面，高就退 
一步,不髙再试右面，髙就向右走一步，四面都不高，就原地不动.总之，高了就走一 
步，就这样一步一步地走，就走上了山顶. 



这个方法在不易跳跃调整的情况下有用，当然我们也不必一步一步按东南西北 
四个方向走，例如在向北走一步向东走一步后，我们得出勿， 仏勿 三^数据，由 
此可以看到由 A 到勿的陡度是 Z2 _ 21 ，而由20到2 2 的陡度是^^0,如果 

ZjL ^-> ^1-20, 我们为什么不好尝试在石哀的方向上走一段试试看，点愈多，愈 
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可以帮助我们找向上爬的方向. 

这个方法适合于正在生产着而不适于大幅度调整的情况. 


§6非单峰的情况如何办？ 


也许有人说，你所讲的只适用于“单峰”的情况.多峰（即有几个点，其附近都 
比它差）的情况怎样办？我们 建议： 

1. 先不管它是单峰还是多峰，就按单峰的方法去做，找到一个“峰”后,如果符 
合要求，就先开工生产，然后有时间继续再找寻其他可能的更高的“峰”（即分区寻 
找)_ 

2. 先做一 批分布得比较均勻距离的实验，看其是否有“多峰”的现象出现，如 
果有“多峰”现象，则按分区寻找.如果是单因素，最好依以下的比例 划分： 

a ： p = 0.618 : 0.382 


例如，三个分点，可以取 之如: 


这留下来的成为 


- -2- o — S . __(或,_ IL-o -2—— | 

的形式,这就便于应用 0.618 法. 

但不要有所顾虑，我们的方法不会比穷举法即排列组合法更吃亏些.充其量不 
过是，用“优选法”后，你再补做按穷举法原定要做的一些实验而己. 

在实际工作中，尤其在探索未知的科研项目，已经见到过一些比较复杂的问题. 
比方出现鞍点（即马鞍形的中间点，该点对左右而言它是极大,对前后则它又是极 
小）的情况.这要按常规做法，会发生一辈子都做不完的情况.但用“优选法”在一 
两周即完成了.在化工系统碰到过不少这种例子. 

三补 充 


我们扼要地在第一部分平话中讲了一般性的方法，在第二部分列举了一些特殊 
性的方法.在“用”的过程中，如对以上两部分仍不能满足，可以参考这第三部分. 
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如果读者一时不能全懂，不要急，拣能用的就用.在不断实践，不断思考的过程中， 
会有所前进的.至于看理论完整的专书，最好是在有些实际经验之后. 

§1这是一个求最大（或最小）值的问题 

对学过数学的人来说，这是一个求函数的最大（或最小）值的问题. 例如： 某一 
质量指标 T 取决于三个因素的大小，也就是 


T = f ( x , y , z ). 


问题的中心在于变化范围 

a < x < p, 6 ^ 1 / < q, c < 2 < r 


内求函数 f ( x , y , z ) 的最大值.也许有人认为这是在微积分书上早己见到并熟悉了 
的问题.但实际上，有一个能行不能行的问题.首先，你必须知道函数的 
表达式，即使知道了 J ( x , y , z ) 的解析式，还要解联立方程. 


% 


A 




0 ; 


这可能是超越方程，求解并不 容易； 即使解出来了，还要判断,并且研究它是不是整 
个区域内的最大值. 

但简单的 f ( x , y , z ) 不常见，还可能未被发现，甚至根本写不出来.例如上面平 
话部分所提到的，“说好吃的”人数百分比是用碱量的一个怎样的函数？ 

也许有人建议，用统计回归找出一个公式，然后再求极大值.但统计学总是需 
要大釐实验，计算也不简单，而且用回归得出来的函数往往简单得失真（经常假定 
是一次二次的).我们既有做大量实验的打算,为什么不直接采用优选方法呢？何况 
这样做,实验次数还可大大减少！ 


§2 0.618 的由来 

0.618 是 


的三位近似值，根据实际需要可以取 0.6, 0.62, 或比 0.618 更精确的值. 
W 这一个 数有一 个特殊性，即 

1 -W = W 2 (^该方程的正解是 
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W 与 1 - 取把区间[ 0 ， 1 ]分为如下图的 形式: 


0 3-75" -l±JT 1 

~2 ~2 

不管你丢掉那一段 （[0,(1-W0] 或 [1^,1]), 所余下的包有一点，其位置与原来两 
点之一 （1 - W 或 M0 在 [0,11 中所处的位置的比例是一样的.具体地讲，原来是 
0 < 1 - W <阶< 1丢掉右边一段（[灰 11) 后的情 况是： 

0<1-W = w 2 <w, 


这不正是 [ 0 , 1 ] 缩小 W 倍的情况吗？ 

同样，丢掉左边一段 （[0, (1 - W ))) 后的情 况是： 

1 -W <W = ( 1 -] V ) + W ( 1 - W ) < 1 , 

这区间的总长度还是阶,而 W 与 1 的距离是 1 - 灰的 W 倍. 

这方法是平面几何学上的黄金分割法，因而这个“优选法”也称为黄金分割法， 
在中世纪欧洲流行着依黄金分割法做的窗子最好看的“奇谈”(也就是用 0.382： 0.618 
的比例开窗子最好看). 


§3“来回调试法” 

读者不要以为上一节己经回答了 w =~ l + 2 ^ 的来源了. 

问题更准确的提法 应是： 在区间 [ a , 6 ] 内有一个单峰函数 f ( x ), 我们有如下的 
方法找到它的顶峰（并不需要函数 / Oc ) 的真正表达式). 

先取一点做实验得 3/1 = /( xj ), 再取一点 Z2 做实验得 2/2 = f { x 2 ), 如果 
1/2 > VI ,则丢掉 [ a , Ii ] (如果 yi ：> 1 / 2 ,则丢掉 [ a ： 2 , 6 ]). 在余下的部分中取一点 $ 3 ( 这 
点 a ：3 也可能取在 Xi , X 2 之间)，做实验得 2/3 = /(吻)，如果 1/3 < 2/2, 则丢[工 3，&]， 再 
在余下的( XI , x 3 ) 中取一点 0 U , ……不断做下去，不管你怎样盲目地做，总可以找 
到/ 0 « 0 的最大值.但问 题是： 怎样取 XLX2 ……使收效最快（这里，效果是对任 
意 f ( x ) 而言的)，也就是做实验的次数最少.要回答这一问题，还需要一些并不高 
深的数学知识（例如：《高等数学引论》第一章的知识)，不在这儿详谈了®.但必须 
指出，外国文献上的所谓证明并非证明. 


①对归纳法熟悉的同志，建议先用它证明 F n+1 的表达式及分数法是最好的.然后再证分数法的极限 
就是黄金分割法，但归纳法的缺点在于要先知道结论. 
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§4分数法 

在我国数学史上关于圆调率 7 C 有过极为辉煌的一页.伟大的数学家祖冲之（公 
元前429〜500年）就有以下两个重要贡献.其一，是用小数来表示圆 周率： 

3.1415926 <n< 3.1415927. 

其二，是用分数 

355 

U 3 

来表示圆周率，它准到六位小数，而且其分母小于33102的分数中没有一个比它更 
接近于 it . 

这种分数称为最佳渐近分数（可 参考： 《从祖冲之的圆周率谈起》，见本书67 
页至77页). 

我们现在处理 

y /5- 1 
~~ 2 ~ 

也有两种方法，其一是小数法0.618,其二是分数法，即上述所引用的小书上的方法, 
可以找到这数的渐近分数： 

3 5 8 13 21 34 55 89 

5' 8' 13' 21' 34' 55' 89' 144'. 

这些分数的构成规律 是由： 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . 得来的，而这个数列的规律 

是： 
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1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, 2 + 3 = 5, 3 + 5 = 8, 5 + 8 = 13, 8 + 13 = 21，13 + 21 = 
34,…… 

是否要这样一个一个地算出？能不能直接算出第 n 个数呢？ 一般的公式是有 
的，即 

F " = 忐 [(¥) "(^) I' 

(读者可以参考《从杨辉三角谈起》，见本书17页至60页，有了这个公式，读者也 
可以用归纳法直接证明).读者也极易 算出： 

Um - = W = 
n—oo F n+ i 2 

由渐近性质,读者也可以看到分数法与黄金分割法的差异不大，在非常特殊的 
情况下，才能少做一次实验. 

如果特别限制试验次数的情况下,我们可用分数来代替 0.618, 例如： 假定做十 
次实验，我们建议用如果做九次实验用 g 等等.这种情况只有试验一次代 
价很大的情况才用. 


§5抛物线法 

对技术精益求精，不管是黄金分割法或是分数法，都只比较一下大小，而不管 
已做实验的数值如何.我们能不能利用一下，例如在试得三个数据后，过这三点作 
一抛物线，以这抛物线的顶点作下次试验的根据.确切地说在三点: n ， 1 2 , A 各试 
得数据 yu 2 / 2 , 1/3我们用插入公式 



一 (x- x 2 )(x - X 3 ) (j-Jl)(x-x 3 ) 

y ~ Vl (a：i - X2)(a ： i-I3) Vi {x 2 - Xi)(x 2 - 2 : 3 ) 
{x-xi)(x-x 2 ) 
+y3 (x 3 - xi )(x 3 -x 2 y 

这函数在 

x 1 yi(xl - X§) + y 2 {x\ - x\) + y 3 (x\ - x|) 
X °~ 2' yi(x 2 -x 3 ) + 3/2(13 -xi) + y3(xi - x 2 ) 
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处取最大值.因此我们下一次的选点取 a : =抑(但最好是当 y 2 比扒和;/ 3 大时，这样 
做比较合 适). 同时当 a :。 =叼时，我们的方法还必须 修改.例如： 取吻= 1(*!+^). 

§6双变数与等高线 

变数多了，问题复杂了，也就困难了.但问题愈复杂，就愈需要动脑筋，也愈有 
用武之地.第二部分中曾经提到过，我们并不要做完一条平分线后再做另一条，而 
是可以在每条线上做一两个试验就可以利用“陡度”了.也有人 建议： 第一批试验 
不在对折线上做，而在 0.618 线上用单因素法求出这直线上的最优点.这建议好，下 
—批实验可以少做一个.我们也提起过，在温度难调，时间好守的情况下，用平行线 
法，这些变“着”都显示着,在复杂的情况下，更需要灵活思考. 

我们还是从两个变数谈起. 

我们假定在单位方 


中做实验，寻求 f(x,y) 的最大值.从几何角度来看， f{x,y) 可以看成为在 (x,y) fit 
的高度.如果把 f(x,y) 取同一值的曲线称为等高线, f(x, V ) = a 的曲线称为高程是 
a 的等高线.这样两个变数问题的几何表达方式就是更有等高线的地形图. 



我们再回顾一下，以往我们 在一直 线上求最佳点的几何意义.例如在 a : = 0.618 
的直线 （1) 上，照单因素方法做 实验： 找到最佳点在>1处，数值是 a . 这一点是一 
等髙线（高程为为的切点.再在通过>1的、平行于 rc 轴的直线上找最佳点，这点 
在 B 处，数值是 b.i^Wb> a, 而且 B 点是等高线 f{x,y) = b 的 切点. 再在通过 
B 平行于2/轴的直线上找最佳点等…… . 这一方法就是一步一步地进入一个髙 
过一个的等高圈，最后达到制高点的方法. 

注意： 有人认为，找到一点横算是最优，竖算也最优，这样的点称为“死点”，因 
为以上的方法再也做不下去了.实际上，这是误会，这不是“死点”，而是最有意义 
的点（读者试从|£ = 0, |^ = 0,就可以看出这点所处的地位了). 
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有了几何模型，就可以启发出不少方法,第二部分所讲的陡度就是其中之一.例 
如 还有： 最陡上升法（梯度法)，切块法，平行切线法等等. 

多变数的方法不少，不在这儿多叙述了.但必须 指出： 资本主义国家流行了很 
多名异实同，巧立名目，使人看了眼花缭乱的方法.为专名、为专利,这是资本主义 
制度下所产生的自然现象.但我们必须循名核实、分析取舍才行. 

§7统计试验法 


把一个正方形（或长方形)，每边分为一百份，总共有一万个小方块，每块取中 
心点.共一万个点.我们的目 的是： 找出一点，在哪点实验所得的指标最好. 


JL 



I* 



' T 

V 

7 



1 



1 



如果我们考虑容易一些的问题，找出一点比8000点的指标都好，我们建议用 
以下的 方法： 

把这些点由 一 到一万标起号来.另外做一个号码袋，里面有一万个号码.摸出 
哪一个号码就对号做试验，这方法叫做统计试验法.也就是外国文献上所谓的蒙特 
-卡罗 （ Monte - Carlo ) 法. 

它的原 理是： 一 个袋内装有2000个白球，8000个黑球，摸出一个白球的可能 
性是2000/10000=0.2=20%;摸出一个黑球的可能 性是： 

1 - 0.2 = 0 . 8 , 

连摸两个都是黑球的可能 性是： 

0.8 2 = 0.64, 

连摸四个都是黑球的可能 性是： 

(0.8) 4 - (0.64) 2 = 0.41, 

连摸八次全是黑球的可能 性是： 


(0.8)*(0.41) 2 = 0.17, 
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连換十次全是黑球的可能 性是： 

(0.8) 10 = (0.8) 8 (0.8) 2 = 0.11 ， 

也就是连摸十次有白球的可能 性是： 

1 - 0.11 = 0.89， 


也就是差不多十拿九稳的事了. 

结合以上的问题，我们随机做十次试验，有89%的把捏找到一点比8000点的 
指标都好. 

这方法的优点在于,不管峰恋起伏,奇形怪状都行，因素多少关系也不大. 

缺点在于毕竞是统计方法，要碰“运气”，大数规律、实验次数多才行. 

其中还包括一个“摸标号”的问题.除在上面所介绍的号码袋外,还有所谓“随 
机数发生器”.一种是利用盖格计数器计算粒子数，看奇、偶，用二进位法来决定 
的； 另一种是利用噪声放大器.这些机器有快速发生随机数的优点,但就做实验的 
速度而言，并不需要如此快速地产生随机数. 

更好的方法是数论方法（见华罗庚与王元《数值积分及其应用》，科学出版社, 
1963年).这一方法既不需要任何装置，而且误差不像上述所讲的两种机器那样是 
概率性的，而是肯定性的. 

这一方法，读者务必要分析接受，不要轻易应用. 

§8效果估计 

把[0，1]均分为 n + 1分，做 n 个试验，可以知道最优点在^长的区间内. 
如果约定的精度是 <5,则我们需要做的试验次数便是使得 71 + 



的 n , 也就是 n 的数量级是^ 

对黄金分割法来说，做 n 次试验可以知道最优点在一个长度为 （0.618)"- 1 的 
区间内，如果要求它小于 <5,不难算出 


n > 



也就是说 n 的数量级变成为 logj . 
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对 a ： 个变数来说，均分法的数量级是 (^y , 上面讲过的由黄金分割法处理的 
多变数的方法需要实验次数的数量级是 ( logi ^. 

我们有达到数量级 fclogi 的方法. 

实质上我们还有数量级为 (log log ^ 的方法.而 A : 在指数上不好，我们又跃 
进了一步，得出数量级为 

A ： 2 

i^I l0gl0g<5 

的方法. 

但千万注意，并不是理论上最精密的方法，也在实际上最适用.最重要的是根 
据具体对象，采用简快适用的方法. 

注意： 预先估计精度5,并不是完全可靠的.有时平坦些,很大的间隔都不易分 
辨高低，有时陡些，很小间隔就有着差异，也就是说，我们所能处理的是 z 的分隔， 
而实际上是辨别的是我们还不知道的 y = / Or ) 的大小.因而，这儿的估计只能作 
为参考而己.以“分数法”而言,其优点是在实验次数估计得一个不差时,而恰巧是 
数到 F „ 中的一个数时,可以比“黄金分割法”少做一次，但如果合乎要求的数据提 
前来了，也就不少做了.如果不够而还要做下去，就反而要多做一两次了. 
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在中华人民共和国普及数学方法的若干个人体会 ® 

一引 言 


在第五届国际数学教育会议上，我能够作为四个主讲人之一，我个人感到光荣， 
这也是中国人民的光荣.但另一方面，人贵有自知之明，我的数学是自学出来的，对 
于数学教育,实践 不多. 近二十年来，我从事把数学方法交到工人和技术人员手里、 
为生产服务的工作，也是一面搞理论研究、一面教学、一面在实践中摸索着做的. 
这是我第一次有机会向先进的数学教育工作者学习.在数学教育方面,我仍然是个 
初学者、自学者,许多有关数学教育的名著都没有学习过.在我的讲话中，如有缺点 
错误，就请大家指教和纠正. 


二三个原则 


我从亊普及数学方法的工作是从60年代中期开始的，迄今我们已经到过中国 
的23个省、市、自治区，几百个城市，几千个工厂,会见了成百万的工人、农民和 
技术人员.从工作实践中，我们体会到在普及数学方法时有以下三个 原则： 

(1) “为谁？”或“目的是什么？” 

(2) “什么技术？” 

(3) “ 如何推广？” 

我现在对这三个问题简单地分析如下： 

(1) 在专家与工人之间并不一定有共同语言，要找到共同语言，必须要有共同 
的目的.决不能你想你的，他想他的.无穷维空间对一个数学家来说很引人入胜，但 
对工人来说，他不关心这一点.他希望尽快地找到砂轮或锡林 ( cylinder ) 的平衡位 
置.因此搞普及工作，首先要找到讲者与听者间的共同目标.有了共同目标，就能为 
产生共同语言打开道路.这样才有可能提到 （2) 选择什么技术的问题. 

(2) 关于这一问题，我以后还要比较详细地讲，现在仅提出“选题三原 则”： 

①这 ft 华罗第四《国际数学教有会议上的报告的修订稿,原文 ft 英文（见 L. K. Hua and H. 
Tong, Some personal experiences in popularizing mathematical methods in the People* s Republic 
of China, Int. J. Math. Educ. Sci. Technol; 13:4, 1982, 3T1~386.) 这次会议是 1980 年 8 月在旧金山 

S 开的. 
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1 ) 群众性.我们提出来的方法，要让有关的群众听得懂，学得会，用得上，见成 
效. 

2 ) 实践性.每个方法在推广之前都要经过实践，通过实践去检验这个方法可以 
适用的范围，然后在这个范围内进行推广，在实践中会发现，在国外取得成功的方 
法,如果原封不动地搬到中国来,往往也不一定能取得预期的成果. 

3) 理论性.必须有较高的理论水平，因为有了理论，才能深入 浅出； 因为有了 
理论，才能辨别方法的 好坏； 因为有了理论,才能创造新的方法. 

(3) 如何推广的问题，我们的经 验是： 亲自下去，从小范围做起.例如先从一个 
车间做起，从一个项目做起.如果一个车间做出成绩，引起了注意，其它车间会闻风 
而来，邀请我们前去.如果整个工厂从领导到群众大多感兴趣了，那就可以推广到 
整个工厂，一直到整个城市、整个省和自治区.就这样，有时我们要对几十万个听 
众演讲.演讲的方法是有一个主会场，并设若干个分会场.我们的闭路电视还不普 
遍，所以在每个分会场都有我的助手、负责演示与画图.讲完后，我们不仅要负责 
答疑，更重要的是到现场去，和大家一起工作、实践，务必让讲授的方法在生产中见 
到效果. 


三书本上寻 

作为一个学者，往往会到文献中或书本上寻找材料.如果能注意分析比较，这 
样作不失为一个好方法，可以从中获得不少经验和教训.例子很多，我仅举其中之 

如何计算山区的表面积？我们在书上找到了两个 方法： 一个是地质学家的 
BayMaH 法，另一个是地理学家的 Bojikob 法.这些方法的叙述如下： 

从一个画有高程差为的等高线地图出发 . M 是高度为0的等高线，6是高 
度为^的等髙线，……,/„是制高点，高度为 h . Wi 是4与 A +1 间平面上的面 
积. 

1 ) 地质学家的方法分 两步： 

*0 令 G = i (| Zi | + |/ i+1 |), \ li \ 是等高线 的长度. 

b)B n = Y jS /wf^. 

地质学家 1 € 看作是这块山地区域面积值. 

2 ) 地理学家的方法，也分 两步： 

i=l _ i=0 

b) v n = y/w 2 + {Ah - iy. 
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地理学家把看作是这块山地区域面积值. 

这是我们从不同的科学分支找来的两种方法.当这些方法摆在我们面前的时 
候,立刻就出现了两个问题： （ i ) 它们是否收敛于真面积？ （ ii ) 哪个方法好些？ 

使人失望的是,两个方法都不收敛于真面积 A 确切地说，命 


B 


lim B n , V = lim 1^,, 

n—oo n—*oc 


则得出 V ^ B ^ A . 

证明是不难的，但似乎有些趣味.我们把曲面写成为 


p = p ( z ,6), 0 < 2 n . 

这是以制高点为原点、高度为2的等高线方程，则习知 


如果引进一个复值函数 

/(以)=-禮 + + +⑵ 2 ， 


则 


f(z,ff)d0jdz 

<A = £ J^\f{z,6)\dedz. 

我们还发现了它们取等号的可 能性. 很不幸，只有在一些非常特殊的情况下， 
才取等号. 

这个例子，一方面说明了数学工作者从其他科学领域寻找问题的可能性.另一 
方面，也说明了数学理论的作用.没有数学理论就不能识别方法的好坏.经过理论 
上的分析，我们就有可能由之而创造出更好的方法来. 

找出了较好的方法，是不是能够成为我们应该普及的材料？不！这个方法只要 
让地质地理学家们知道就够了.也就是建议他们写书的时候改用新法或作为我们 
教授微积分时资料就行了. 

虽然这不是我们可以推广的项目，但我还是觉得这样的工作是必要的.这样的 
材料积累多了，就可以使我们改写教材时显得更充实，习题可以更实际，不是仅仅 
在概念上兜圈子，或凭空地去想去难题. 
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四车间里找 


从一个车间或从个别工人那里得来的问题，也有不少是很有意义的.我在这儿 
举其中一个作为例子，叫做挂轮问题. 

那是1973年，我们到了中国中部的洛阳市去推广应用数学方法.洛阳拖拉机 
厂的一位工人给我们提出一个“挂轮问题”. 

用数学的语言来 表达： 给定一个实数匕寻求四个介于20和100之间的整数 
a , 6, c , d , 使 


最小. 

这位工人给我们指出，从机械手册所査到的数字是不精确的.他以€ = Jt 为例, 


手册上给出的是 

377 _ 

52 x 29 


120 = 

20 x 24’ 

他自己找到的 

2108 

_ 68 x 62 


67 T : 

_ 22 x 61 


要比手册上的好.他问还有比这更好的吗？ 


这是 Diophantine 逼近问题，粗看起来容易,用连分数有可能解决这个问题.或 


许从 n 的渐近分数 


3 22 333 355 103993 
I ' T ' 106' 113' 33102， 


中能找到一个数比这位工人找出的数更好？可是不行！ 以前的分数太粗糙，不 

比他的好.以后的分子分母都超过 100 2 , 不合要求 . 113是素数，不能分解为 cxd . 
这个问题竞成了棘手的问题.怎么办？ 

时间仅有一天！在我离开洛阳的时候，在火车站给我的助手写了一张小 纸条： 



我的助手看了这小纸条，知道我建议他用 Farey 中项法. 
我的助手用这方法,又找出两个更好的分数. 

19 x 355 + 3 x 333 7744 88 x 88 
19 x 113 + 3 x 106 = 2465 " 85 x 29 


及 

最后一个分数是最好的. 


11 x 355 + 22 3927 51 x 77 

11 x 113 + 7 = 1250 = 50 x 25 
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上面是以 7 T 作为例子，但得出来的方法可以用来处理任意的实数.根据这个方 
法我们发现工程手册上有好些 a 、 6、 C 、 d 并不是最好的，并且还有漏列.我在此顺 
便 一提： 我们可以根据这些经验去帮助编写工程手册的单位和人员，改进他们手册 
的质量. 

找到这个方法，是否能作为我们推广普及的材料？虽然需要这方法的人比算山 
区表面积的人多些，但用“挂轮计算”的毕竟还是工人中的极少数，而且，如果工程 
手册改进了，也就可以起到同样的作用.于是“选题”问题还需要多方探讨. 


五优选法 

来回调试法是我们经常用的方法.但是怎样的来回调试最有效？ 1952年 J.Kiefcr 
解决了这一问题.由于和初等几何的黄金分割有关，因而称为黄金分割法.这是一 
个应用范围广阔的方法，我们怎样才能让普通工人掌握这个方法并用于他们的工作 
中？ 

我们讲授的方法是（先预备一张狭长纸条） 

1) 请大家记好一个数字 0.618. 

2) 举 例说： 进行某工艺时，温度的最佳点可能在1000 X ： 〜 2000 X ：之间.当 
然，我们可以隔一度做一个试验，做完一千个试点之后，我们一定可以找到最佳温 
度.但要做一千次试验. 

3) (取出纸条）假定这是有刻度的纸条，刻了 1 ㈤ 0 1 C 到2000 V . 第一个试点 
在总长度的 0.618 处做，总长度是1000,乘以 0.618 是618,也就是说第一点在1618 
• C 做，做出结果记下. 


4) 把纸条对折，在第一试点的对面，即点② (1382 X ：)处做第二试验. 

( _ 13S2 _1618_ 

1000 O © 2()00 

比较第一、二试点结果，在较差点（例如①）处将纸条撕下不要. 

5) 对剩下的纸条，重复 4) 的处理方法，直割找出最好点. 

用这样的办法,普通工人一听就能懂，懂了就能用.根据上面第二部份提出的 
“选题三原则”，我们选择了若干常用的优选方法，用类似的浅显语言向工人讲授. 
对于一些不易普及但在特殊情况下可能用上的方法，我们也作了深入的研究. 
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例如1962年提出的 DFP 法 ( Davidon - Fleteher - PoweU ). 声称收敛速度是 

我们曾指出此法的收敛速度还应达到 

|a ； (fc+n) _ a；*| = 0(1*(*) - x * 卩 ). 

1979 年我们在西欧才得知 W . Burmeister 于1973年曾证明了这结果.但是我 
们早在1968年就给出了收敛速度达到 

的方法.这方法比 DFP 法至少可以少做一半试验. 


六分数法 


有时客观情况不是连续变化的.例如一台车床,只有若干档速度.这时候， 
s 0.618 似乎难以用上，雖分数又起了 作用. 的賴分数是 


V5- 


1 2 3 5 8^ 

2' 3' 5' 8' 13* _ 


F n 

' F^Ti' • 


这儿的 {&} 是 Fibonacci 数，由 F 0 = 1,巧=1及+ F n+1 = F n+2 来定义.这 
个方法,我们是利用“火柴”或零件，在车床旁向工人们讲述的. 

例如，一台车床有12档 


我们建议在第⑧档做第一个试验，然后用对称法，在⑤做第二个试验，比比看哪个 
好.如果⑧好，便甩 掉①〜 ⑤而留下 


(不然，则留下 


再用对称法,在⑩处做试验.如果还是⑧好,则甩掉⑩@@，余下的是 
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©®®@ 


再用对称法在⑦处做试验，如果⑦好，便留下 


最后在⑥处做试验，如果⑧较⑦好，则⑧是十二档内最好的一档，我们就在⑥档上 
进行生产 ■ 

这种方法易为机械加工工人所掌握. 


七黄金数与数值积分 


0= 称为黄金数，不但在黄金分割上有用，它在 Diophantine 通近上也 

占有独特的&位.因而启发我想到以下的数值积分 公式： 

iY’ ㈣ 

这是用单和来逼近重积分的公式，这儿代丨表^的分数部分. 

如何把这个方法推广到多维积分呢？关键在于我们要认识到是什么？ 
它是分单位圆为五份而产生的，也就是从 

i 5 = i 


即 x 4 + x 3 + 1 2 + x + 1 = 0 

中，令 y = ：r + | 而得到 i / 2 + j / - 1 = 0,解之，得 y = 也就是 1 / = 2 cosy . 

这是分圆数，既然分圆为5份的2 cosy 有用处,那么分圆为 p 份的 

2 COS—, 1 < / < — ^ =8 

P 2 

是否能用来处理多维的数值积分？此处 p 表示奇素数. 

Minkowski 定理早已证明有 a ： i ， …， x a -i 及 y , 使 
L 2nl ®i| _ 8 — 1 

\ 2cos T~jr^^- 


但 Minkowski 的证明是存在性证明，对于分圆域 


R ^2 cos ^ 而言，因为有一个独 


立单位系的明确表达式，所以能够有效地找到 A ，…，与 y ， 因此可用 
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来代替 （{点}’ ■{是 :})": 1 ’..，〜 1 . 

这不但可以用于数值积分，而且凡用随机数的地方，都可以试用这点列. 


八统筹方法 

教学改革既要帮助学生扩大知识面，还要有促进社会生产发展的作用.以上介 
绍的优选法的例子既便于普及，又是改进生产工艺的好方法.另外，质量控制是在 
出了次品、废品后，不让它们出厂，从而保持本厂产品质置荣誉的方法，但是,与其 
出了废品后再处理，不如先用优选法找到最好的生产条件而减少废品率.这样，再 
用质量控制把关也就比较轻而易举了. 

在生产中，除了生产工艺的管理问题外，还有生产组织的管理问题.处理这类 
问题所用的数学方法,我们称之为统筹方法（或统筹学). 

统筹学中也有许多好方法,可以进行普及，仅举几例. 

(1) CPM 法 

我们开始普及时,为了容易接受起见，而把让工期缩到最短作为目标.但是 ，一 
旦大家学会了这个方法,就会懂得去楢投资最少及人力、资源平衡等较为复杂的问 
题. CPM 是什么，大家都己知道了，我只准备介绍我们是怎样工作的. 

我们的第一原则是根据实际工程，使技术人员或工人学会这一方法,步骤是 

( 1 ) 调査.调査三 件事： a ) 组成整个工程的各个 工序; b ) 各工序之间的衔接关 
系； c ) 每道工序所需的时间，要做好这一条，一定要注意依靠生产第一线的工人和 
技术人员，他们的估计比起上层的技术人员的估计更切合实际. 

( ii ) 依据这些材料，使大家学会画出草图，再教会大家找关键路线的方法,然后 
大家讨论，献计献策，努力缩短工期，定出计划，画出 CPM 图. 

( iii ) 注意矛盾转化.在工程进行过程中，经常会有提前或延期完成的现象，因 
此关键路线不会一成不变.我们就要经常注意变化的情况，给有关工段下指示. 

( iv ) 总结.在工程完成后，依照实际的进度重画 CPM 图，这样可以把这次的经 
验记录下来，作为下次施工的参考. 

我们体会到，这一方法宜小更宜大，或者从基层工段做起，逐步汇成整个工程 
的 CPM 图.或从全局着眼，先拟制一个粗线条的计划，然后由基层单位拟订自己 
的 CPM 图，再综合 起来， 大家讨论修改. 

(2) 序贯分析 （sequencing analysis ) 

如果有若干工程（每个工程各有时间估计，或可用 CPM 估出)，可以任意安排 
先后次序施工，如何安排次序,使总的等待时间最短. 

在解决这一问题之前，先讲一个数学问题. 
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有两组非负数 

…， On ； 

h, • • • , b n . 

怎样的次序使 n 

y'.ajbi 

i=l 

最小，或最大？答 案是: “ a ” 与 “6” 同序时最大,逆序时最小,证明是容易的,从下面 
最简单的情况，不难推出最一般的结果. 

若 ai 《02， 6 i 《&2,则 


01^1 + 02&2 ^ 01^2 + 0261, 

即 （ a 2 - 00(62 - 6,) >0. 一般来说，和中若有一个不同序处,则改之为同序后，和 
数更大. 

再用通俗的话 来讲： 有一个水龙头，有 n 个容量分别为 a ,, a 2 ,---, a n 的水桶， 
依怎样的次序安排才能使总的等待时间最短？第一桶注满的时间是 ai , 第二桶是 
oi + a 2 , •• •，所以总的等待时间是 

oi+(oi 4- a 2 ) + • • • + (01 + a 2 H - ha „) 

=nai + (n — 1)02 + ... + 2 on_i + a n . 

它当 “ a ” 依 = n , 6 3 = n - 1, …， = 1 的反向排列时最小，即 


ai ^ aj ^ ^ On. 

也就是容量小的先灌. 

如果有 s 个水龙头,第一个水龙头上的水桶容量次序为, 0 ^. 第二个 
是 aP ， …， a ^， …_因此总等待时间是 


E(mop) + (m - 

3=1 

(我们不排除有些 a t 0) = 0). 


+ ••• 


+也 )) 


命 


bi = b2 = = b s = m, 

ba+l = b a+ 2 = • • ■ = & 2 S = m — 1, 
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便得出 结论： 仍然是“小桶先灌”. 

(3) 上面两段初等介绍，使大家对多工程，总安排有了初步认识.然后再向负责 
组织管理的人提供当前他们所用得着的方法. 

(4) 另一个可以普及的方法是关于运输调配的图上作业法.有 n 个小麦产 
地勿，…， o „， 各生产麦子 A u ••- , A „( 吨)，要运往 m 个消费点，各需要表子 
B u ■■■ , B m . 要求运输的吨公里数最小.这问题当然可以用线性规划来处理.但我 
们往往用较简单的图上作 业法. 这个方法的原 则是： 利用交通图，消灭对流和迂回. 


九统计方法 

(1) 经验公式及数学见识的重要性. 

经验公式往往从许多统计数据归纳而得，具有广博知识和一定数学修养的科学 
家很容易看出某个经验公式的意义.举个例子，印度数量统计学家 R . C . Bose 分析 
了印度稻叶的大量样本，得出一个计算稻叶面积 A 的经验公式 

. 长 x 宽 
A =―—— . 

我不怀疑此公式的可 靠性. 一些中国农学家应用相同的公式去估计他们的稻子试 
验田的产量，我看了他们稻田里叶子的形状后，便立刻指出这公式不适合他们的稻 
叶.他们采集了一些稻叶样本来测量，果然发现这公式估计的面积比实际稻叶面积 
大.他们很奇怪，我画了下面的一个图向他们 解释： 

H - It - H 

阴影部分表示叶片的面积. 

在这种情形下，长方形面积与>1的比近似为6/5即 1.2. 但在他们的试验田里， 
叶片的形状更为狭长.我又画了另一 个图： 


驗織激激 


这时,长方形面积与的比当然大于 1.2 了.很容易解释为什么用 Bose 的公式会 
高估了他们稻叶的面积. 

由此，我们得到了很好的 教训： 一个经验公式的数学背景是非常重要的. 

(2) 简便统计 

在实验科学中我们常常应用统计方法，当然不能否认，这些方法是重要的.然 
而，我个人认为某些方法太复杂繁琐，而且很容易被滥用、误用.先举一些例子. 
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例1 某一试验独立地重复了 20次，以;^，…， i 20 表示观察值.命 
i = (ii 4- • • ■ + o ：2 o )/20， （均值） 

~20 

s=\ ^(xi-xf/19. (标准离差） 

)u»=l 

这时，做实验的人可以 声称： 观察值落在区间 (x - 1.73 s /\/20, x + 1.73 s / V ^ O ) 的置 
信概率为 0.9. 这样复杂的方法似乎不易为中国的普通工人所理解，此处，基本的 
Gauss 假设很可能不成立！ 

实际上，我倾向于用如下的简便方法. 

将观察值排好次序，记为 


*(1) < *(2) < …< ®(20) 

我们可以如实地说，试验值落在( '】)；，) ，- ( ^-^- (2 - 0) )的可能性大于18/20= 
90%. 

例2假如有两种生产方法，每种方法有5个观察值,要求检验哪种方法较好. 
以 { ai , …，与化， •••, 65} 分别表示第一法与第二法的观察值.我们可以借 
助于通常的 student 分布，试一试比较两者的均值.但要知道，用这样一个复杂的办 
法,要基于一系列的假设，诸如正态性、同离差、独立性等等.对于这些东西，普通 
工人是不容易理解的. 

有一个更为可靠的简便方法，它只基于有序样本>…> 和 
6 (1) > ■■- > b w 的比较，可能更适于在中国 推广. 举例说，如果将两组样本混起来 
比较次序，有 


a(i) > fl(2> > <*(3) > a(4) > 6 ⑴ > a(5> > 6(2) > 6( 3 ) > 6(4) > 


或 0(1) > 0(2) > 0(3) > 0(4) > 0(5) > fr(l) > fr(2) > & (3) > & (4) > &(5) 

我通常伸出两只手、两只大拇指互相交叉,用以说明 前者： 
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即使是普通工人也很容易 明白： 不能说两种生产方法一样好.进一步讲,两组样品 
有5 X 5 = 25种比较关系，除了 i » (1) > a 卩 > 外， “ a ” 都大于 . 所以“第一种生产 
方法比第二种好”有 g = 96%的可能性. 

(3) PERT 

考虑 Program Evaluation Review Technique ( PERT ). 假如在表示某工程的网络 
中共有 iV 个活动，描述第 i 活动持续时间的基本参数有三个.以％，^ 和勺 表示 
“乐观时间”、“最可能时间”和“悲观时间”.第 i 个活动的持续时间通常假定是服 
从 beta 分布（在⑷，勺）上)，具有平均持续时间 

rrij = (aj + 4bj + Cj)/6 

并且有离差 (6i-Oi) 2 /36 

整个工程所需总时间的概率分布是否可用 Gauss 分布来近似？对这个问题仍然有 
争议. Causs 分布的前提是中心极限定理 ( CLT ). “服从 beta 分布”这个假设本身 
己有争论，即使不计及这点，能否草率地应用 CLT , 还很有疑问. 

(4) 试验的设计 

我认为，迄今为止还没有给予非线性设计足够的重视，过去偏重于线性棋型的 
研究，却掩盖了一个重要的 事实： 这些模型往往不符合现实. 

我们需要不断改进模型，使之更接近现实.当然，我们也懂得任何模型都不是 
实体,不能指望有一个完全符合现实的模型. 

(5) 分布的类型 

有人一直主张用 Pearson III 型分布去模拟“特大”洪水间隔时间的分布.在这 
个问题中，数据本来就少得可怜，因而用 III 型分布是否符合事实？是否明智？都值 
得怀疑.更不用说从这模型去预测下一次大洪水到来的时间了. 

十数学模型 

(1) 矩阵的广义逆 

考虑2/关于町，…，^的一般回归模型， 

V = •• • , i p ) + e . 

这里 e 表示随机“误差”项.以 y ( i ) 表示 y 在#的观察值.若假定 
/是线性的，且有 n (> p ) 个观察值，那么 


y (i) =51^^ + e (i) ，i = 1 ,…， _ 


⑴ 
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估计 e ir -, 0 P 的一般方法是令 f > w 】 2 关于心 达到最小值.亦即使 Q ( e ) = 
>=1 ~ 
( y - Me )\ v - mb ) 关于 0 达最小值，此处 


y = [& (1) i - - ■ 

,y {n) Y, 



■4 1 〉 

4 1 )… 

4 1 ) 

M = 





_ 

4 n) ••- 

尜) 


£ = («1, - ,e P )'. 

为简单起见，可以假定 y 是 p 阶的，那么 

Q{e) =[e - {M r M[e -( M r My^'y) 

+ j/[/- y = Si + S 2 , 

因为 5 i >0,所以置 

0 = {M'M)- l M'y (2) 

可使 Q ( e ) 达到最小值,有时候， （2) 被看作是方程 

y = M £ (3) 

的广义解.因之被称作^的广义逆. 

当然，如果模线性那么 （2? 是正确解.但是，如果将 （2) 代入方程⑶ 
后, 3/的“观察值”和“预测值”之间出现本质上的差异，那么就得放弃线性的假定 
了. 

有许多例子是将本质上非线性的问题当成线性去求解的.广义逆的应用只不 
过是其中之一,另外一些例子有线性规划、正交设计等. 

(2) 非负矩阵 

因为许多经济学上的变量都是非负的，我认为非负矩阵的理论，很适用于分析 
经济关系.我也相信，在建立中国经济的数学模型时，这一理论会很起作用. 

十一结 语 

如果要我用几句话说明我在最近十五年来推广数学方法中学到了什么？我会 
毫不犹豫地回答，从中我学会了一个螺旋上升的 过程： 
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附录应用数学® 


中国科学院应用数学小组分队 

在过去的二十年里，华罗庚教授在继续纯数学的理论研究之外，又大力从事于 
数学方法对于国民经济的应用.他领导了一个由数学工作者，技术人员和工人所组 
成的小分队，到过全国二十三什省市,下到成千上万个工厂去进行普及推广工作.用 
这种办法,他成功地把许多有用的数学方法直接交到普通工人师傅手里，并应用在 
生产上取得了显著的经济效果.他在这项工作上所花的时间和精力，毫无疑问，不 
比他的纯数学的任何一个领导里所花的来 得少. 由于这个原因，我们觉得在这本选 
集中应当收进一个说明他在这方面的贡献的简表.由于这种成果遍及于许多不同的 
行业和部门，所以不可能详细地一一叙述它们. 

纺织 

1. 提髙2014纱卡的质量. 

2. 解决美丽绸退发的问题. 

3. 提高织机的效率. 

4. 提髙细纱的单产. 

5. 提高涤棉布热定型的效率. 

6. 减少细纱的断头率. 

7. 改进滚筒表面的状况，减少缠纱的现象. 

8. 锡林动平衡问题. 

9. 提高染色质量，节约原材料. 

电子 

1. 试 制新的 160 V 电容器. 

2. 100万米废钼丝复活. 

3. 提髙晶体管防潮漆的抗潮性能. 

4. 调试 XDi 信号发生器的功率放大器. 

①原载 Loo-Keng Hua, Selected peters .Springer-Vertag, 1983. 




5. 解决 BP -3 宽频谱分析仪的源电压波动问题. 

6. 回收稀有金属钽. 

7. 提高在制造钽电解电容器中钽粉的利用系数. 

8. 改进单晶硅衬底的质量. 

9. 控制铝膜的厚度. 

10. 高纯铝箔的退火. 

11. 提髙点腐蚀工艺的质量. 

冶金 

1. 提高球磨机的效率. 

2. 改进浇铸 H 80 焊条钢中铝封顶的效果. 

3. 克服熔炼 Si - Cr 硅铬合金中的技术障碍. 

4. 减少电炉炼钢的时间. 

5. 提高 2 Crl 3 不锈钢的质量. 

6. 提高钴的产量. 

7. 提高钛的产量. 

8. 改进硅钢片涂层的质量. 

9. 提高三辊冷轧管机的产量. 

10. 减少0500轧机的废品率. 

11. 提高金属锰的回收率. 

12. 解决由于钢锭收缩产生的孔隙的问题. 

13. 延长炉龄. 

煤矿 

1. 合理安排，提高煤的产量. 

2. 调整联合采煤机的参数，提高机器效率. 

3. 减少炸药消耗，提高采煤工作面的单产. 

4. 提高精煤回收率. 

5. 提高圆环锚链和连接环的破裂强度. 

电力 

1. 恢复汽轮发电机组的输出. 

2. 提高锅炉的效率. 

3. 改变工业供水系统. 

4. 调优供水泵的运行. 

5. 实现在开机并列时的自动频率调节. 

6. 降低汽轮机轴承的温度. 

7. 提高移动床软化水的效率. 
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通讯和交通 

1. 组织铁路施工. 

2. 提高车站的装卸率. 

3. 降低车船的燃料（油料）消耗. 

4. 改进气象导航. 

5. 组织泸州长江大桥的施工建设. 
建筑和建材 

1. 建筑工程的组织. 

2. 建筑工程的预算. 

3. 桥梁工程的组织. 

4. 提高纤维板的产童. 

5. 降低聚氣乙烯胶泥的成本. 

6. 提高混凝土预制板的产量. 

7. 提高水磨石制品的质童. 

8. 提高膨胀珍珠岩的膨胀系数. 

9. 降低矿渣混凝土的成本. 

10. 试制多硫化钙溶液. 

11. 提高离心浇注混凝土管的效率. 
食品、粮油加工 

1. 提高大米加工中的出米率. 

2. 提髙油料加工中的出油率. 

3. 提髙小麦加工中的出粉率. 

4. 提髙酿酒工艺中的出酒率. 

5. 提高糖的回收率. 

6. 提髙饴糖的产量. 

7. 降低细挂面的再加工率. 

8. 提高由麦芽制糖的出糖率. 

9. 提高豆腐质量，降低大豆消耗. 

10. 提髙糖果的质量. 

11. 提高猪毛溶解工艺中蛋白的得率. 
设计 

1. 设计无线电网络. 

2. 设计滤波器. 

3. 设计补偿器. 

4. 在给定地形上的机场的设计. 




5. 光学设计. 

6. 行星齿轮的设计. 

7. 无线电发射机的频带的设计. 

8. 电路开关的设计. 

9. 水样采集器的设计. 

10. 多级提水站的位置的设计. 

化工 

1. 提高液晶对温度变色的灵敏度. 

2. 提髙癸二酸的质量. 

3. 提高又氣胺的回收率. 

4. 提高活性炭的产量和质量. 

5. 延长辛烯醛加氢(触媒)反应中催化剂的寿命. 

6. 在锆氣酸钾生产中，节约原料硅氟酸钾. 

7. 提髙抗氧剂1010的回收率. 

8. 改进精馏塔的分离系数. 

9. 提高糠醛的产率. 

10. 提高苛性碱的回收率. 

11. 增加来苏尔的产量. 

12. 在硫化碱的生产中，提高产量，节约原材料. 

13. 减少电能消耗，增加碳化钙的产量. 

14. 增加造粒塔的产量. 

15. 增加气体发生器的产气童. 

16. 增加磷肥的产量. 

石油 

1. 提髙破乳剂 GP 122 的效能. 

2. 提髙原油脱水的质量. 

3. 提髙在常减压加工中，减压塔的总产率. 

4. 计算油井的最大产能. 

5. 提髙化学清腊中的溶腊率. 

6. 优选锅炉运行的最佳条件. 

7. 降低厚油的粘性. 

8. 选择地震资料基地的回放仪滤波因素. 

9. 增加微球硅化铝（催化剂）的产量. 

10. 用铂重整法试炼新油种. 

11. 提髙抗凝剂605的质童. 
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轻工业 

1. 提高热水瓶的质量. 

2. 增加肥阜的产量. 

3. 提高纸张的质量. 

4. 提高鞣制皮革的质量. 

5. 增加皮鞋的产量. 

6. 提高 10 W 萤光灯光效. 

7. 增加卷烟的产量. 

8. 提髙罐头内涂料的质量. 

9. 提高鸭绒分离机的效率. 

10. 利用干枯变质木材生产火柴. 

11- 提高锦纶丝的产量. 

12. 增加特种甘油的产量. 

13. 改进 TiF 2 玻璃的质貴. 

机械制造 

1. 提高各类机床的加工效率和稍度. 

2. 挂轮间的最优逼近. 

3. 砂轮的静平衡. 

4- 提高落地镗床镜面标尺的光洁度. 

5. 提高球墨铸铁的质童. 

6. 提高法兰盘加工的质量. 

7. 快速镀铬. 

8. 提高电泳镀漆的质置. 

9. 各类切削工具的淬火工艺. 

10. 齿轮平面表面的高频淬火工艺. 

11. 振动膜的热处理. 

12. 不开坡口单层双面埋弧自动焊接. 

13. 用 3 S 铬钼钒加工钻头. 

14. 氧气瓶的收口成型. 

15. 无氰镀锌工艺. 

16. 降低高炉的焦铁比. 

制药 

1. 优选醜化反应时间增加扑热息痛的产量. 

2. 提高海带提取碘的得率. 

3. 降低磺胺嘧啶的成本. 
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4. 增加敌百虫农药的产量. 

5. 改进四环素的压片工艺. 

6. 提高甲醉钠的产童. 

7. 提高土霉素盐酸盐的回收率. 

8. 在咲喃类药物生产中，节约原料. 

9. 提髙磺胺嘧啶的发酵指数. 




优选学 


第—部分单因素了尤逛法 




我们常假定 /(z) 是定义在区间 (a, 6) 的单峰函数.但 /Oc) 的表达式是并不知 
道的，只有从试验中才能得出在某一点吻的数值 y 0 = f ( x 0 ). 我们的问 题是： 用尽 
量少的试验次数来确定 /( a :) 的最大值的近似位置. 

最简单的方法是穷举法或称均分法，即在 n 个点 

xi=a + -(6 - a)(i = 1 ， 2,… ， n) 

做试验得 W = /( 而)，其中最大的一个是 y m ， 则我们知道最大值在区间 

r , m- 1 、 , m + 1,,.] 

卜 ■^TT (6 _ a) ’ a+ ■^TT (b -叫 

中取，也就是做 n 次试验可以确定最大值在长度等于 



的区间中取，如果预先给了精密度则试验次数 rx 必须适合于 

2 .. 、 

~a)<e 

才能达到目的 ，即： 

, 2 (b - o) 

n + 1 > --- 

£ 

所需要做的试验次数是数量级是1才能达到目的. 

e 

以后所讲的黄金分割法及分数法，所需要的次数的数量级只要 logi , 大大改进 

了以上的结果，而抛物线法所需要的次数的数量级只要 log log 1, 又进一步改进了 
黄金分割法的结果. 

就试验的次数来说，方法一个精似 一个， 但这几个方法都是有序贯性的，即必 
须利用上一次试验的结果，才能决定下一次做试验的地点，这样做可以节省试验的 
次数,节省人力、物力及试验费用消耗.但是，可能要拉长时间，如果条件许可（例如 
有多套试验设备)，我们可以用第三章所介绍的方法——一批做几个试验的方法. 
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黄金分割法和分数法 
述 要 

《优选法平话》一书介绍过 0.618 法. 0.618 是 

w = = 0.6 180339887•■- 

的四位有效近似值，它适合于方程 

u; 2 + w — 1 = 0. 

黄金分割法也就是先在 

a：i = o + (6 - a)w 
处做一次试验，再在 A 的对称点 

X2 = b — (b — a)w = a + (b — a ) w 2 

做一次 试验，比较试验结果奶 = /( xi ) 及 y 2 = /( x 2 ) 哪个大.如果 f ( Xl ) 大 ，就去 
掉 ( o , x 2 ), 在留下的范围 ( x 2 ,6) 中己有了一个试验点 a , 然后再用以上的求对称点 
的方法做下去.如果 /( z 2 ) 大，则去掉 ( Xl , b ), 在留下的范围 ( a , X !) 中已有一试验 
点勿，同样用求对称点的方法做下去，一直做到所需要的精密度为止. 

在介绍分数法之前，引进数列 

Fo = 1 ， Fi = 1, F n = F n -i + F„_ 2 (n ^ 2), 

即为 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, • • •. 

第 n 级的分数法以 

F n 

■ fn+1 

代替黄金分割法的做了 n 次试验后，知道最大值在长度为^^的 
区间中，因此，给了精密度 e , 取 n 使 

fn+l ^ — > Fn , 

则用第 n 级的分数法做 n 次试验就可以达到要求. 
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有限点的问题——分数法 

不妨假定所考虑的区间就是丨0,1】，在 m 个点 Xi 

0 <xi < x 3 < x 3 < ■ ■■ < x m <1 

处可以做 试验.问题： 至少要做几次试验可以找到/(^)(1 中最大的一 

个？或者我们至少要做几次试验，怎样安排，可以从最多的点数中找到取最大值的 
点来？ 

令 m = $„ = Wn) 是 n 次试验可分辨的最多点数，也就是在 m = «?(n) 个点 
中，可以做 n 次试验找到一个〜使 Wi = f( Xi )(l ^i^m) 为最大.而超过化个 
点，我们就无法用 n 次试验找出取最大值的点了. 

首先，做一次试验 （n = 1), 只能分辨一个点，因此 A = 1. 做二次试验 （n = 2), 
只能在两个点中分辨， 因此私 = 2. 

考虑一般的 情况： 在#„ = #( n ) 个点中已做了两次试验①,②如 下图： 



即在 a 个点之后做一次试验①,再在&个点之后做一次试验②，还余 c 个点，则得 
f„=a + b + c + 2. (1) 

如果①的试验结果比②好，则最好值一定在 



中，连①在内，在其中共可做 71- 1次试验，可分辨的点数最多为因此 


a + 6 + 1 ^ ^ n — 1 ■ 

(2) 

又在前面 a 个点中最多只能再做 n-2 次试验，所以 


a < 步 n-2- 

(3) 

同样，如果②点比①点好,则应当有 


6 + c+ 1 彡 步 n — 1 . 

⑷ 

综合⑴ ，⑵，⑶，⑷ ，得 

多 n 彡 步 n-1 + ^n-2 + l. 

⑻ 



黄金分割法和分数法 


当且仅当 （2), (3), (4) 均为等式时等号成立.即当安排方法符合条件 

a = C= # n -2( 对称性)， ⑹ 

a + 6+l = 6 + c+l = $ n -i 
时才能使可分辨的点数最多.这时 


步 n = ^ n -1 + 步 n -2 + 1- (7) 

改写成递归公式 

步1 = 1，#2 = 2,+ 1 = (^„_1 + 1) + (#„-2 + 1). (8) 

令 F„ +1 =A + 1, 则得 

fjj = 2, Fa = 3, F n = fW-i + F „_2 (n = 4,5, •••)• 

如果定义 F 0 = F l = 1,上面的递归公式可写为 

-Fo = ^1 = 1. F n = F„-i + F„_ 2 (n = 2,3, • • •). (9) 

结论 •.做 n 次试验顶多可以分辨出 ( F n+1 - 1) 个点中取最大值的那一点.安排方 
法是先在第 F „ 点处做试验，再在其对称点（即第 F „ +1 - F n = 点）处做试验， 
如果左边的试验点好，去掉第 F „ 点及以右各点，余下（八 -1) 个点，依法进行下 
去： 



如果这 ( F n+1 - 1) 个点在 (0,1) 中是均匀的，即均分（0，1)为 F n +1 等分，经过 n 次 
试验，最后余下长度为 -=^~ 的区间，在 (0,1) 中取最大值的点一定在这区间中，试 

i"n+l 

验安排是，第一试验点在处，以后取它的对称点，这就是第 n 级分数法. 
另一方面，做了 n 次试验以后，如果试验点恰好是余下区间的中点，再用取对称点 
的方法就不行了.也就是说，用第 n 级分数法，最多只能做 n 次试验. 


F n 的解析表达式 

能不能直接算出 F „ 来，也就是求适合于 

F 。 =巧=1，& = • F n -i + F » i _2 (n 彡 2) 
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的 F „ 的一般表达式 

我们 证明： 它们能表达为 



当 n = 0时,此式显然成立. 

当 n = l 时，由于 

( 1±>/5\ 2 3 + ±V5 

(丁） = 丁. 

所以 ， fi = 1也成立. 

只要注意到 


:( 辛厂 (穿 + 
:(明1明 
:( 竽广 


便有 


Fn = F n -1 + F„-2- 


⑴ 


由归纳法证明了公式 （1). 

这里的证明是假定了已知公式 （1), 再用归纳法来证明的-如果不知道公式（1)， 
如何导出这公式？ 

令 

f{x) = Fo + F\x + F 2 X 2 + - •• + F n x n + …， （ 2) 

⑶ x (― ®) : -xf{x) = -F 0 * — Fix 2 - F n -\x n -, 

(2) x (—a; 2 ) : -x 2 f(x) = -Fax 2 - F n - 2 X n -, 

三式相加，得 


(1 — ar — x 2 )/^) = Fo + (Fi — Fq)x + — F„-i — F n ^)x n = 1. 
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⑽- H 一， 

令 

1 — X — X 2 = (1 — t « xl)(l — 102X ), 

容易算出 

1 + V 5 1-%/5 

m = —2~’ 吨=~2~ 1 

于是 

/(工) - 1 | 

J (1 — 1« il)(l — W 2 X ) 1 — WiX 1 - W 2 X 


=Ai 艺 (ttfitc)" + i4 2 艺 (w 2 ： E) n 

n=0 n=0 

ao 

= 53( 乂 1 也? + A 2 w ^) x n , 

n=0 

其中 

同样 

. 忉 2 

(5) 式可写为 

/w=f 

与 （2) 式比较系数,便得 

F n = —-—«- 0 , 

Wl —W2 


⑶ 

⑷ 

⑹ 

⑹ 

⑺ 


即为⑴式. 

这个等式告诉我们，虽然所有的八都是正整数，可是它们可以用一些无理数 
表示出来.由于<1,因此，当 n 是奇数时，则 F „ 等于^ (霄 

的整数部分，当 n 是偶数时，则等于+ 的整数部分加 1. 

读者可参阅《从杨辉三角谈起》（青年数学小丛书，中国青年出版社). 

作为练习，请读者求出下面两个数贯的解析表 达式： 
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1) 数贯 F ^\ 由递归公式 

^ = 1,^° = ^^) = t(F^ + 以 2 )(» > 2) 

给出.当* = 1时，就是 F „. 

2) 数贯 c „， 由递归公式 

Co = Cl = C2 = 1 , Cn + 1 = Cn-I + C„_2(n > 2 ) 

给出. 

它们将分别在第二章和第三章中用到. 

黄金分割法 


分数法虽好，但预先需要知道做多少次试验，这是很难的，因为预先给定精密 
度（误差范围)£是不容易的.一般说来，函数的变化不是均勻的，越靠近极大值，变 
化越平坦,一旦试验结果不能分辨优劣时，试验就只好停止.所以，我们希望能有一 
个预先不限定试验次数的好方法. 

现在我们来看看，当《趋向于无穷时，的极限如何. 

^* n+l 

因为 — 2~ | < 1，易见 


lim 


-^-= lim 

F n +i n—oo 



n+l 

1 "I 

( 卞 ) 

t»+l 

1 


n+2 

1 -1 


~n+2 


y /5-1 
~2~' 


我们记 w = 

进一步考虑差 


F n 

^ n +1 


F n - Fn +1 叻 

Fn+l 


_ J_ (l~V5Y +2 = (- 1 )" 

(丁 J 
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因此 


而由 






F n 

F ^ i~ V 


(~l) n 




Fn+l 


易见：当 n 为偶数时， w ，当 „ 为奇数时，.子是 

^n+l ^n+1 

F2 F4 F6 

T 3 > - f 6 > f 7 > - >w ^ 

F 2 < T 4 < - Fe < - <W - 

这说明当 《 趋于无穷时，在 ti ； 的一左一右摆动，而且一个比一个更接近 t , 

fn+l 

用黄金分割法 如下： 




即在 W 处做第一个试验，然后再在对称点1 - U ； 处做第二个试验.因为 

1 — «7 = W 2 , 

比较在和1 - w 处试验的结果，不管丢掉（0,1，_«0或（叫 1), 余下区间的长度为 
原来的长度的倍，且其中己包有一个试验点，其位置与原来两点之一（1-秘或忉) 
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在 （0,1) 中的位置的比例是一 样的. 原来是0 < 1 -tu < u ； < 1,丢掉右边一段 （秘， 1) 
后的情形，余下的是 

0<l-to = w 2 <u;, 

这不正是 （0,1) 缩小倍的情形吗？同样，丢掉左边一段 （0,1- u ;) 后的情形，余下 
的是 

1 — W<ttJ = (l — U；) + «;(1 — io) < 1 

这正是0 < 1 - «; < 1缩小倍的情形.继续做下去，依然一样，做了 n 次试验后 
所留下的区间的长度是原来区间长度的 u ;"- 1 倍. 

这种分剌的方法在平面几何上叫做黄金分割，因而这个“优选法”也就称为黄 
金分割法. 

来回调试法 

优选法的源流出于来回调试法，这是我们经常用的方法，函数仍假定是单峰的. 
先取一点 A 做试验得 yi = f( Xl ), 再取一点做试验得 於 = f(x 2 ), 假定 
12 > xi . 如果 y 2 > 奶， 则最大值肯定不在区间 (a, Xl ) rt , 因此只需考虑在 ( n .6) 
内求最大值的问题.再在 ( X lt 6) 内取一点 吻， 做试验得 J/3 = f(x 3 ), 如果 巧 > 奶 
而 y 3 < 1 / 2 ,则丢掉 (x 3 ,b), 再在 (x lt x 3 ) 中取一点 ： c 4 ，…，不断做下去，就这样通过 
来回调试，范围越缩越小，总可以找到 /(*) 的最大值（图 1). 
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这方法取点是相当任意的，只要取在上次剩下的范围内就行了，我们的根本问 
题是： 怎样取: d , * 2 ,…，可以最快地接近客观上存在的最髙点？也就是怎样的安 
排试验点的方法是最好的？ 

何谓“最好”的来回调试法？先看 
—例，有一方法，第一试验点在2/10， 

第二试验点在1/10,对峰值在（0, 1/10) 

中的单峰函数，再次试验便去掉了区 
间长度的 4/5( 图 2), 但对于峰值在 
(2/10,1) 的函数，只能去掉1/10,这就 
吃亏了.由于我们试验的目标函数是 
事先全然不知道的，因此我们说的“最 
好”，就不能对个别的单峰函数来说，而 
应对全体这类函数而言. 

这里不引入更多的数学定义，只是根据上面所说的事实，在评判一个来回调试 
法的效率时，作如下的 约定： 

如图3在 xi , xj(xi < 12 ) 

做了两个试验以后进行比较时，总 „ r , & 6 

是遇到坏（吃亏）的情况，即只能 
去掉 ( a , xx ) ( x 3 , b ) 中较短的那 
-段. 

这样做了 n 次之后，余下一个包含有最好点的区间，其长度称为（该方法) n 次 
试验的△-精密度. 

对黄金分割法，假定原区间长度为 1 ， 则做 71 次试验后余下区间长度为 

于是 

△„ = w n ~ l . 

因此,若预先给定精密度£，这时所要做的试验次数 n 应适合 

u > n_1 < e , 


图3 


> 4.8 log - H 


也就是说 n 的数童级是 log 2 


在所有的来回调试法中，以黄金分割法为“最好”.我们有 
基本定理任何一个来回调试法，如果不是黄金分割法，总可以找到正整数 


N , 当试验次数 n 大于 JV 之后，其精度 △„ 总不如黄金分割法做同样次数 n 的精 
度 In , 即 
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黄金分割法的最优性 

在这一节里，我们将证明上节的基本定理. 

先建立一个不等式. 

对于任意一个来回调试法,假定第一点和第二点分别在^和的处做，不妨假 
定区间就是 (0,1), 且 *i <吻，显然 A : = 1( 图 4). 



0 


图4 

当町+勿彡1时,么2彡 Z 2, 不论第三点如何取，总有 

△3 > *1， 

故得不等式 

△2 ^ Ai < A2 + A3 . (1) 

当 + Z 2 < 1时， A 2 > 1 - a ： i , 不论第三点如何取，总有 A 3 > 1 - a ：2, 故 
A 2 + A 3 > (1 - Xl ) + (1 — X2 ) = 2 — (xi + 13 ) > 1 = 厶 1 . 

于是，不论第一、二、三点如何取， （1) 式恒成立. 

一般地，我们有下面的不等式， 

△ff+i < A/c < Ajc+i + △k+2 = 1,2, •••). (2) 

由 （2), 用归纳法容易证明 

△K 彡 F n A n +K + F n _ iA n + K+i ( K ,n = 1,2, •••)• (3) 

这里 F 0 = Fi = 1, F n = F n _i + F n _2 (n > 2). 

记黄金分割法第欠次试验后余下区间长度为 Z K , 己知 

Ik = w K ~ 1 , w = — 2 ~ 1 (4) 

对于恒有等式 

Ik = Ik+i + Ik+2 (K = 1,2,-■•), ⑻ 

Ik = F n l n +K + ^* n - iin + if+i ( n,K = 1,2, • • •). 

下面，用反证法来证明基本定理. 


⑹ 
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若定理不成立，则对于给定的来回调试法，必有一无穷数贯 m < n 2 < ••• < 
n 8 < …，使得 

A „. ^ (s = l ，2，...). (7) 

对任意的 AT , 必有 n <， 使 A ： <叫< nm <….不妨就当作 n 0 = K < m < 

由不等式（3)，得 


△/C = △!»()< -^ni—no^ni + F ni — A ni ^.] 

^ no^nj 'i' ^*r»i—no—l(-^na—r»i—+ ^r>2—ni—2^n2+l) 

< ••• 


^ -^ni—no^nj + ^i»i—no—l^*na—ni—l^na 
+ (fl F ni+1 _ ni -i) ■^n,—n,_i—2^n»+l- 


而由 （6), 有 




~~ ^no = ^* ni — no^ni — no — l ^ ny—ni — l ^ n —! 


(■nV. 

\ i =0 


由于 ^ni ^ ^ r » j ) 

从⑻式减去⑼式，得 


rii -1 J - fn ,— n ,_ i - 2 ^ n .+ 

fl ^ ^ n . ^ in . > 


因为 


△K - i/C < Fn i+ i-n,-lJ Fn.-n.^^iiln, - in .+ l ) 
= f II ^r>j + i-nj—n«_i-2^n,+2- 


F „ = ^( i «- (n+1) - {- w ) n+ 


⑼ 


(10) 


40 ) 一’ 
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由 （10) 即得 

Ak - i/f < ^- l - n .- j+no . u ,- n .+ n »- i +2 . 

= „,-+no+2 = w »+K+2 ( 8 = 

令 s -» 00, 即得 

^K^lK (A ： = 1,2, …). (11) 

由定理假定,给定的来回调试法不是黄金分割法，因而必有某一个 S , 使 

A , < l a . 

由 （3) 和⑹， 

1 = Ai ^ F„-iA a + F a -i£i a +i < F a -il a + F,-2l a +i =0 = 1 ， 

得出矛盾. 

证毕. 

连分数的知识 

现在，我们换一个方法研究来回调试法，给出黄金分割法最优性的一个直接证 
明，并说明一些更深刻的内容. 

为此，需要用到连分数这一工具.如果我们约定只考虎对称取点的来回调试法, 
那末就与辗转相除法、连分数关系十分密切，抽象地说，他们实际上是一回事.所 
以，我们先介绍连分数的知识. 

1) 先从两个正整数 a , 6谈起.假定6 < a , 用6除 a 得商 ao , 余 r , 
a = oob + r , 0 < r ^ 6. 

若 7* # 0,再用 r 除 6 得商 ai ，余 n ，即 

6 = air + ri , 0 < n < r ; 

若 ri / 0,再用 n 除 r ， 得 

r = a 2 ri + T2 , 0 < r 2 < r ; 

若 r * 2 # 0,则继续做下去，由此得 

b > r > ri > T2 > • • • > 0 

经有限步后，余数必为0,例如 r „ = 0,这个方法叫做辗转相除法.上面的过程可以 
写为： 
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这一繁分数称为连分数.为了节省篇幅，把它写为 


一般地有 


3 

5 = 

F n _ 

•^ n+l 




n+1 个 


2) 辗转相除不一定限于有理数^对任-•无理数 a , 也可以写为 


a = a 0 + - 
c 

方括弧代表 a 的整数部分.再令 


00 = M, Oi > 1 


-般地 


ai = ai + _, ai = [ai], a 2 > 1. 


«n-l = On-l + —, dn-l = 【 Qt n _lj, Q! n > 1. 


因此，得到 1 的连分数表达式为 

1 1 1 

ao -1 -— , - •! - . 

+ £*2 + • • • + a n _i 

因为，任意有限项的连分数都是有理数，所以无理数的连分数必然是无穷的. 
经计算得 


Q0 ® 1°2 + 02 + °0 
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J _ = Pn 

卜 On q n ' 


称为 a 的第 n 个渐近分数. 


例 2 令 w =^ i , 它适合于舻+ «;-1=0,即 


因此，就是 w 的渐近分数,§3中的结果说明 

■ Tn+l 

F ! F 

-<j 

F 2i 、 、 F 2i -i 




即得 


的一个小于一个的区间套，又由 

Fii _ Fg-i _ 1 

Fa+i Fzi 5F2<Fai+i 


{[«；■ (糾)- (-«；) 2<+1 ] 2 


- [w- 2i - (-« ； )»][ur 2< - 2 - (~w) 2i+2 }} 

-( w 2 + w ~ 2 + 2) 


5^2* - Fai+i 
1 

5F 2 i. F 2 i+x 


(u ，- l _(_ lu)] 2 = 


Fu + iFm ' 


可知区间套一个套着一个. 


连分数与来回调试法（一） 

考虑对称取点的来回调试法. 

在区间 (0,1) 中巳做了试验的点为 a . 

( i ) 若 a = 工二广 0 < < 1. 

I _? I 

o ② ① 1 

图5 

则 q > 对称取点，第二个试验点在1 - a 处,不论去掉那一段，余下区间的长度 
总是 a , 即 
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不失一般性，不妨假定总是靠近左边的点好，也就是说，总是去掉右边一小段. 

因为 a + & Q ! = 1，即1 — a = = OxA 2 , 因而，从 a 开始做二次试验后，余 

下区间中的已试验点，即 (1- a ) 的位置恰好在区间长 度的& 倍处，同样，若 

dl = TT0' 2 , 0<02<1 . 

则用对称法取第三点，余下的区间长度为 

△3 = 01 A2 = OlCt. 

余下区间中的己试验点的位置在区间长度的0 2 倍处. 

⑻若 a = p 为 > 2的整数, 0<0<1, 


图6 

则 a < $,从 a 开始,对称取点做二次试验后，余下区间的长度为 

. . . 1 P — 1+0 

A2 = 1 - a = 1 -FTd = ~7T?- 

= -^— . ⑴ 

l + p-l + $ 

其中己试验点（即 W 的位置在区间长度的 

倍处，再做下去相当于在区间中从 ai = ― T 出发来回调试，再做了 P - 2次 

p — 1 + y 

后，余下区间 (0, l -( p - l ) a ), 即由一段长为 0 a , 另一段为 a 的二段所组成，所以 
再做一次，取点应在如处了，余下区间的长度为 a , 其中已试验点的位置恰好在区 
间长度的0倍处. 



l-(P-l)a 

图7 
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这样不断做下去，如 

1 

a = - 


0<6 n <l. 


+ 02 + • • • + 0„ + 0 n ’ 

则经叼 + a 2 +… + a „ 次对称取点调试点（不算 a 本身一次)，余下区间中的已试 
验点的位置恰好在长度的倍处. 

再证明几个引理. 

引理1 若 


a = — — 


I - 1 + g ' 


0 < 0<1 


则 


m 个 

F m -1 + OFm-2 


这里 = 0，_ F 0 = 1，_ F „ = F n -t + F„_ 2 (n 彡 1). 
证用数学归纳法. 

当 m = 1时, ct = (2) 显然成立. 

当 m = 2 时， 

] 

a =- 


( 2 ) 


i+e 
2 + 0 ’ 


i+e 


(2) 也成立 • 

当 m = n 时，令 0 n _i = 
则由归纳法假定，即得 


TTe ' 


F n -2 +0 n -lF n -3 


Fn-l + &F n -2 


Fn ~ 1+ H 2 U ^fn-2 


故 （2) 式成立. 

引理 2 不等式 




>^-2 Wm ( m ^ J ) 


成立，当且仅当 m = 2等号成立，而 


1 _ 3 + \/5 
5uJ2 = 10 = 


证仍用归纳法. 
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当 ™ = 2 时条 = i = i ." 2 . 

故当 m = 1,2时，引理2成立. 

对一般的 m ， 若 ^> w , 则由归纳法假设， 

i*m+2 

若 ^±i 〈吼则 由 §3 ,^_>巩 
■**m+2 -^m+l 

即所以由归纳法假设， 

1 1 1 1 
^ m +2 ^ m+l j _ j _ ^' tn +\ 



故对一般 m 引理 2 也成立 • 

同样可证 
引理3不等式 

士， (m>l) 

成立，当且仅当 m = 1时等号成立，而 

i = ^T = 0 - 745 •- 


现在来证§4的基本定理. 
设区间 (0,1) 中已有试验点 a . 
I .若 
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则再做 m 次（共 m + 1 次）试验后，由引理1可知，余 下区间 长度为 

a an a 1 + 2 

A m+1 = aH. 0m-!= - 

f m 十 m —1 

Fm-2 + OmF m -3 1 

Fm-l + O m F m -2 1 + ®m 


Fm + OmFm-l 

因为0<氏》<1,故由引理 3, 可得 


△m+l > 


II .若 


其中 


Fm + F m -i •Fm+i / 2tO 

11 1 
a = j + l + ... + TTe ^： 

m 个 

,m > 1, p ^ 2, 0 < 0 m +x < 1. 


> ^ !)• 


P + ® m+l 
由于 0 m < I , 则由引理 2 可得 

A 1 
m+1= F m • 


Fm + 


=" 5^ 

III ■若 

a= ^rr 

分二种情形来讨论. 

i ) 若 p > 3, 则由 （1), 再做一次试验后: 

△2 = - —i > 


彡 u,m ( m ^ !)• 

P 为 >2的整数，0<0<1, 


P-1 + 0 


2 2 


ii ) 若 p = 2, (0,1) 中己试验点在 a = — Q fit , 第二个试验点应在1 - a 处，此 
时 ， a < | < 1 - «，这与 (0,1) 中已试验点在1 - «，再做第二个试验点在 a 的情形 
是一样的.而 


1 - a = 1 - 


1 _ i + e 
2 + 0 = 2 + 0 = 
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归结为 I 的情形. 


因之，若 


p 彡 2 ， o < e m < 


在 (0,1) 中依 a 进行对称来回调试，由 H ，做 m + l 次试验后，余下区间中已试验点的 
位置在 ^± L , p ^ 2 . 再由 in i ), 再做 P - 2 次试验后，即共做 m + l + p-2 = m + p-1 
次后,余下的^间长度为 


^" 2 > 



p-i 


再往下做就是 in u) 的情形了. 

现在我们回到基本定理的证明. 

若《是有理数，可由§8的论证中顺便推得基本定理成立. 

若《不是有理数，即《可以写成无穷连分数,此时,对称取点来回调试法可以 
一直做下去. 

如 o ： > 那末 a 的展开式中一定不全是1,记这些不为1的数依次为 


Pl ， P2 ， P3, … • 

1. 若这样的多于 c 个 （ c 在下面定出)，则当 n 充分大之后，综合丨 ， H , III , 


恒有 


△n > 


f_2_) & 

\5 w 2 J 


2 w 


w n ~ l . 


因子& = 0.745 --< 1, 至多是在最后一个试验点是属于 I 若 Ill ⑼的情形时才 
出现 . W 

如果 (封 >^ BP 


^2(pi -i)> 


log 2 ti ) 
log 2/ hw 2 


时，则 △„ > In , 只要取 c = 5 就可以达到目的，即扒多于5个时，当 n 充分大时， 


△„ > w n_1 = In . 
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2. 若这样的 Pi 不超过 c - 1个，则 

= 1 2 _ 1 _j_ 1 1 

a_ T+ •••^T + T+ ••• + ^17 + 1 + 1+ 

= i 2. I 1 

1 + -..P1 + 1+---+ p c _! + W 

故做充分大 n 次试验以后，又变为黄金分割法了，此时 

/ <) \ T. (Pi-1) 

这就证明了基本定理. 

附记衡量一个方法好坏时，还可以用另一种精度，即以 n 次试验后余下区 
间中已试验点与较远的那个端点的距离作为 n 次试验的精密度.如 n 次试验后 
余下的区间为 ( a ,6), 其中已试验点为 a 真正的最好点为吻，于是 

|®o - * n | ^ = max(x - a , 6 - x ). 


图 9 

为了与前面所说的△-精密度区别，称这种精密度为5-精密度. 

分数法 F „/ F „ +1 的 <5-精密度为 = 黄金分割法的 <5-精密度为= 

w n . 由于对称取点，总有心= A n +1 . 从上面 g 1 明即 得：在 d - 精密度下，基本定理 
依然成立. 


连分数与来回调试法（二） 

上面证明了在不限定试验次数的情形下黄金分割法的最优性.现在再来看看 
用来回调试法限定做 iV 次试验的情形. 

设 

1 1 1 
a = i + i + ...+YTeZ 


其中 m + p + l < N 1 O m = 


P + O m + 


■. 整数 < 1.作 


Q, 'I + T+. 
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从 a 出发,用来回调试法,做 m + 1次试验后，余下区间的长度为 

△ m+1 & + O m F m - i ' 

其中己试验点的位置在 <9 ro A m+1 it , 再做一次，因为0 < t < |，故有 

1 一沒 m 


△tn+2 = (1 — ^m)A m+ i 


Fm + 0 m F m ^i 
Om+l 


(P — 1 + ^m+l)Fm + Fm+l' 


其中已试验点的位置在 
处. 


P — 1 + 设 TO +1 


从^出发,用来回调试法,做 m + 2次试验后,余下区间的长度为 
△ Jn +2 = 


•Fm+l 


P - 1 + ^ m +1 

p — 1 + Om+1 


F m 


其中己试点的位置在 


Fm + (p — 1 + 0m+l)^m+l ' 
1 


P — 1 + 8 m+ i 


.△Jn+2 


处，由于 

Fm. + (p — 1 + O m+ i)F m+ i — [(p — 1 + O m+ i)F m + i^m+l) = (p — 2 + > 0, 

故 

Ajn +2 > △( n +2 

且它们中间已试验点的位置是一样的，故当 AT>„> m + 2 时，却有 

A „ > A ；, 

或一样有 


夂> <c 


也就是说，对于所有形式的⑴ 
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其中 Oi, ■ • • 为正整数， Oi + 02 + ■ • • + aj +1 = JV, 

1 Q <9 <1. 

从 s = I + 1+...+I^- 0 < 0 < 1 出发，用来回调试法做 iV 次试验所得的精 
•N-1 个 

度为最好. 

由此可知， 只做 N 次试验的最好方法只 要从占 中去找就可以了.而从 S 出发, 
用来回调试法做 iV 次试验后余下的区间长度为 

Fn-i + OFn -2 ' 

1 . i .. 

v __ / 

z 

图 10 


其中己试点的位置在 0厶 n 处. 
因而 


Sff = max(l — 6, 0)An : 


max(l - 6, 6) 
Fn-i +0F N -2 


F ^ TTeF ^；^ 0< e < 2- 


Frf-i + OFn-2 ' 2 


若 S < 夕 < 1 


Fn+i ' 


而此时， 


_ 1 1 1 = F n 

•1 + 1 + … + 1 . Fn+i 
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这就是分数法. 

这样,我们在5-精度下，证明了分数法^•是 W 次试验的最优来回调试法， 
这与§1中的结论是一致的. 


显然 


即 

由引理3,可推出 


S N (^^) < S N ( w ), 


f^T 1 > (J^) wN= (J^) wf，+1>wN+1= “㈣. 


从而有 ， 

^ +1 < 点 <， 

即在 <5-精度下,分数法比黄金分割法好.如^黄金分割法再多做一次试验就比分数 
法 好了. 

在△-精度下情况就不一 样了. 由于 Ajv 是0在 （0,1) 中单调递减函数.当 
0 — 1时，厶/ V 单调递减于 i i 

^N-l + Fff-2 Fn 

因为只限于做 iV 次试验，故 0 不能等于1,也就是没有一个方法能达到精度^-， 
即不存在一个最好的方法. N 

分数法 堯 相当于 6 中0 = ^的情形，而黄金分割法相当于0 = W 的情形， 
由于 W > -, 可知 

么 n(Fn/Fn+i) > △Af(w)， 

即 2 

f ^ Z >wN ~ 1 - 

此式亦可从引理3直接推出，这说明在△-精度下，分数法又不如黄金分割法下. 

到此，分数法与黄金分割法的关系就比较清楚了，并且解决了 a 是有理数的 
情形. 


对分法 

上面介绍 的是： 求函数 /(: r ) 最优值的一些方法和它们的理论根据.在实践中 
也常遇到这样一类特殊的问题， 例如： 在保证质量的前提下，如何降低某种原材料 
的消耗？如何降低成本？如何尽快地找到电路、通讯线路、下水道、输油管以及机 
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器、仪器的故障？砂轮、转子的静平衡等.这些问题的特殊性 在于： 每次试验的结 
果只有二种性态，因此可以化为另一类的数学模型. 

对这类问题，我们建议用以下的对分法，而不用 0.618 法. 

例如，有一条10公里长的输电线路出了故障，在线路一端4处有电，在另一 
端 S 处没有电，要迅速査出断头所在位置.我们先在线路中间的 C 点检査，如果有 
电，说明断头不在 AC 而是在 C 丑一段， 又在 CB 中点 D 检査，如果无电,说明断 
头在 CD 部分,再在 CD 中间处检査，如此类推,很快就能找出断头位置. 


有电 有无无 无电 

对分法最简单，但在实践中应用非常普遍.用对分法每做一次试验，区间长度 
缩短一半.若原区间长为 Z , 做了 n 次试验后，余下区间长度为 

釦’ 

易见，对分法所需试验次数的数量级也是 

log *， 


其中 e 是预先给定的精度. 

对一些不易求解的方程或方程组，用对分法能迅速求出近似解.可参阅本书附 
录二. 
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抛物线法 


述 要 

不管是 0.618 法还是分数法，都只是比较两个试验结果的好坏，而不考虑已做 
试验结果的数值如何.能不能利用已得的试验数据，做到对技术精益求精呢？例如 
在试得三个数据后，我们可以过这三点作一抛物线，以这抛物线的达到顶点处作下 
次试验的 根据. 确切地说是 这样： 在三个点 Xl < x 2 < x 3 , 分别试验得数据 y uV 2 ， y 3 , 
我们用插入公式 

V - Vl ( g - » 2 )(« - x 3 ) ( x - x 3 )(x - ai ) ( x - n)(x - x 2 ) 

(xi - X 2 )(xi — x 3 ) y ( a：2 -* 3 )( x2 —® l ) 1,3 ( X3 - Xi )( x 3 - ® 2 ) 

得到一个二次函数,它的图像就是一条抛物线.这个函数在点 

= 1 yiQcf - + viiA - j?) + yiiA - xl) 

2yi { x2 - x 3 ) + 2 / 2 (®3 -* 1 ) + y 3 (xi - x 2 ) 

处取最大值，因此,我们下一次的选点取 a : = Q ， 得试验数据 y 4 , 然后利用 x 2 ) x 3 , X4 
三点的数据 y 2 , y 3 , yi 又可得出一条抛物线，如此继续做下去. 

当然，为了更快接近最大值，可在 yi , y 2 , y 3 , y 4 中取最大的，所对应的而作为 
新的勿，并取其左边最近的而作为新的：右边最近的&作为新的 13 , 再同样做 
下去，不断获得新的 j / 值. 

如果发生: r 4 = 的情况,我们的方 

法还必须修改 (§1). 

粗略地说，穷举法作 n 次试验的同样 
效果，黄金分割法只要数量级 logn 次就 
可以达到，本章提出的抛物线法，效果更 
好些，只要数量级 bglogn 次，原因就在于 
黄金分割法没有较多地利用函数的性质， 

做了两次试验，比一比大小，就把它丢掉 
了.抛物线法则对试验结果注意到数量方 
面的分析.当然，要保证抛物线法收敛速 
度，对函数也作了一些适当的限制. 
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抛物线法常常用在 0.618 法或分数法取得一些数据的情况，这时能收到更好的 
效果 . 此外，我们还建议大家做完了 0.618 法或分数法的试验后，用最后三个数据按 
抛物线法求出 z 4 , 并计算这个抛物线在点 arzaM 处的数值，预先估计一下在点 q 
处的试验结果，然后将这个数值与已经试得的（在 yi ， y 2 ， y 3 中）最佳值作比较，以 
此作为是否在点 x 4 处再作一试验的依据 . 

第一种方法 

设在三点 

*1 < *2 < *3 

处分别测得 j/ = /0r ) 的函数值 

/(*i) = yi- f(x 2 ) = V2, f(x a ) = V3, 

用 Lagrange 插入法作抛物线 

f 、 (a-ga)(g~a!3) (g-x 3 )(x-zi) . {x-xi){x-x 2 ) 

(a：i - Xa)(xx -X 3 ) (X2 - 13)(*2 -Xi) V3 (x 3 - Xi)(x 3 -Xs)' 

这个函数的极值由 

// s _ 2x — xa — X3 2x —13 — xi 2x - xi - X2 _ n 

(Zi - x 3 )(xi - x 3 ) 2 (:2 - X 3 )(x 2 - Xi) V3 (a；3 - Xi)(x 3 - X2) — 

给出，也就是 

X = X4= 1 yi ( x 2 -X 3 ) + Vijxl - x\) + - xl) 

2 yi(x 2 -x 3 ) + V 2 (x 3 -xi) + i/a(*i -* 2 ) 

=1 - xl){y 2 - yi) + (a；f + a|)(v3 - ya) 

2(l3 - X 2 )(y2 - Vl) + (Xl - X 2 )(V3 - V2) 

- X2+ 1 ( X 3 - x 2 ) 2 (V 2 - Vl) + (xi - X 2 ) 2 (y 3 - V 2 ) 

2 (x 3 - a ： 2 )(j /2 - yi) + (a：i - i2)(y3 - y 2 ) 

现在我们假定 y = /(x), 是向上凸的，也就是 

y 2 = /(X 2 ) > (^-^/(xO + Cxa-X!)/^)^ 

X3 — X1 

即 

(x 3 - X 2 )yi + (xi - x 3 )y 2 + (x 2 - Xi)y 3 < 0. 

这时候 5^(X4) < 0, 所以 a: 4 正是 S (x) 的最大值点 . 


( 1 ) 


⑵ 
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于是,立刻建议出第一个 方法： 如果 

V2 > J/l. V2 > V3, 

那末，我们由公式⑴得到 a ，在 a: = i 4 处做试验得函数 y = /(a:) 的值 j/4 •若 
J/4 > 2/2 ，取々 作为新的并取其左边最近的 a 作为 新的; d, 右边最近的心作 
为新的 a: 3 . 若说< 1/2,仍取$2作为新的 a：2, 再同样做下去 • 

这样，我们就面临着两个 问题： 

1) 这个方法做得下去吗？如果* 4 = * 2 ,怎么办？ 

2) 这个方法能否导致 /Or) 的最大值？ 

先回答问题 2), 由 （1) 式及 （2) 式得到 

xa =^(®3 + a：a) 

1 (j 2 -gi)(a：3 -gi)(g2~y3) 

2(13 - i 2 )(y 2 - yi) + (i 2 - n)(y 2 — y 3 〉 

< ^(x3 + ia), 

和 

®4 =|(ll +x 2 ) 

+ 1 (x 3 - Ji)(g 3 - x 2 ){y2 - yi) 

十 2 { x 3 - a：2)(.l/2 - yi) + 0=2 - Xi){y 2 -y 3 ) 

> 5(*1 + *a). 

假定 

II < a：2 < ®4 < x 3 > 

如果 y 4 > y 2 , 则函数 /(*) 的最大值所在的区间由 (XJ.X3) 缩成为 （奶， *3); 如果 
1/4 < V 2 , 则缩成为(*1，*4)，而 

XA < |(a：3 + ®2). 

同样处理 Z 4 < ；E 2 的情况. 

总起来一 句话： 每做一次，区间缩短一次，从而得到一系列的前一个包着后一 
个的区间 

(a4*), ； 4 l) )，（i = l ， 2 , …)， 


因而其极限存在，记作 





• 166 - 


华罗庚文集 


(请注意是不降的，是不升的)，不难证明4°\4 0) 之—就是我们要找的点 
xo . 此处，我们不作证明的原因有 二：① 留给读者作练习 ，② 下一节所谈的第二方 
法的证明比这个更深刻. 

现在回到问题1)，当 a : 4 =吻时，可以看看 a : 3 - a : 2 和巧 - 哪个大.如果 
*2-^1 较大，新的点: ri 可以按下法取 • 

⑴取 

x\ = X2 — £• 


这儿 e > 0是要求的精密度,然后再用抛物线法做下去.如果/(巧）与/(仍 - e ) 不 
易分辨,则说明勿可能已到顶了，换取4 = * 2 + e - 如果此时还是 /( x 2 ) > f{x 2 +e), 
则下一试验点就取在 x 2 + e 2 的地方等等. 

这样取点法优点是快，缺点是 e 难以预估，试验结果可能难以分辨. 

⑻取 

/ x 1 -Vx 2 

若叼 - 叼较大，则取: r ' 4 = (奶： 313 ) )这取法速度慢.假如适逢我们的目标函 

数就是顶点在抑的抛物线，那就吃亏了. 

为了克服 （ i ) 和⑻出现的缺点，可以采取 
( iii ) 在⑴中令 

e = k(x 3 - x 2 ) 2 


其中 / fc 为定常数，要求其保证无论进行到哪一步都有 
k(x 3 - 1 2 ) 2 ^ ^(X3 - X 2 ), 

可令为原始区间长度二倍的倒数. 

然后取 x \ = x 2 + e , 再按抛物线法做下去.这时显然有 x 2 < xi < (叼：咬 
这样，即照顾到分辨问题，又照顾到收敛速度同 a #吻的情况一致. 

误差估计 

假定函数 /( a ：) 在 a ; =吻处取最大值，抛物线法就是建议用上节公式 （1) 算出 
的 a : 4 去近似地代替邳，本节将对误差 | a ： 4 _ a : 0 | 作出估计. 

显然，如果抑不在区间端点，则 


f\x 0 ) = 0. 


⑴ 
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由上节公式 （1) 可知 

x 4 - = ro =[-^—{ 处二^ 一 赵二^ | ( x 3 + x 2 - 2 o ： o ) 

[ a ；3 -*i L®i - a ；2 ®3 - 22 J 

+ y3 ~ 1/21 / r 2 / yi -y 2 _ t/3 -y2\l 

X3-X2]/ [x 3 - X\ \Xi - X2 X 3 ~X2)\ ' 

记其分子、分母分别为 N , D , 并令 

Xi = x 0 + (i = 1,2,3,4). 




6 -Ci \6 -6 


D _ 2 ( 3/1 - 3/2 _ V3-y2\ 

-6 \6 -6 - C2 / 


& - 6' 


由于 


所以 


如果 

则有 


yi - Vi = f(xo + ?i) - f{x 0 + €i) 

= (& - 4i) f(xo + + (Ci — 《 j)t)dt, 

D = - - f (/’(®o +《2(1 - t) + ^it) - /’(a：o + $2(1 - <) + ^t))dt 

=-2 / f f"{xo + $ 2(1 — *) + €办 +《3(1 - ii ) t ) td ( xdt . 

Jo Jo 

imi 彡 m 2 , 

| D | 彡 m 2 . 


( 2 ) 


(3) 


事实上，我们在上节就己假定曲线 1/ = /Oc) 是向上凸的，因此⑵含有 m < 
—m2, 于是从 U 的表达式得到 （3). 

再考虑分子，类似于上述，有 

N = —(^3 + ^2) J J / ，； (*0 + &(1 ~t) + + ? 3(1 — fi)t)tdfidt 

+ f f\ x 0 + 6(1 — 右） + 《 3t)dt- 
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但因 r { x 0 ) =0,所以 

f / ； (*o + & (1 — t) + ^ 3 t)dt = f (/’(®o + &(1 — *) + 4s0 — f'(xo))dt 
Jo Jo 

—f f f'ipo + 4a(l - <)M + 《3*M)(€2(1 - t) + 


及 


所以 


a: 


(《 2(1 -t) + iit)d^t = + $ 3 )， 


= — (Ca + 6 ) / f Wo + &(1 - 0 + + 6 (! - A *)0 - f"{xo))tdiJ,dt 

Jo Jo 

+ f f (/ w (*o + €2(1 — <)/* + — / ；， (®o))(6(l - 1 ) + (at)dndt. 

Jo Jo 

这样，如果 |/ w, (*)l 有界，即若 


就有 


\ r \ x )\^ k , 

|州 < l《3 + 61 f / *16(1 - t) + + 《 3(1 - ^)t\tdndt 

+ J J *|&(1 - t)n + WmI 1(2(1 - <) + ^ 3 t\dn<it 

因此，我们得到以下 结论： 如果 m 2 > 0， 

/"(*)< - m a , \ r \ x )\ < fc , 

n 

1 … 盖腿 _' 糾 2 細細細 )’ 

第二种方法 

根据上节最后一个不等式，我们可以求得另一方法,先用其他方法找到 


⑷ 

(5) 


⑹ 

⑺ 
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及 


*1 < X 2 < X 3 , 


X 3 - Xl < 


2 w，i 

IF 9 


3/2 > Vl , U 2 > V 3 - 


这儿 0 < g < 1, 因此 

fel < ^^9 (* = 1.2,3). 

现在用以下的方法来确定试验点，当有了 ，和 X„ 之后，由 

*n+l = 2 [(4-1 - xl)y n -2 + (4 - 4-a)Vn-l + (4-2 - *n-l)yn]/ 
l(*n-l - X n )Vn-2 + (*n - ®n-a)yn-l + (®n-2 - »n-l)Wn] 


( 1 ) 


定义 X„+i, 再测出 |/ n+ i, 不管 y n -2，yn-l，l/f» 和 Vn+l 中谁大谁小，我们把同一方法 
用在 In-x.In.In+x ±,下面证明这方法一定收敛，不仅如此，我们还要证明 

\in\< 聲' (2) 

这里 Ci = C 2 = C 3 — 1, 


Cn = Cn-7 + Cn-3 (n = 4, 5… )• (3) 

由 §2 不等式⑺得到 
3A: 

l《n| 彡 2^ max (l^n-3$n-a|. |fn-2ln-l|, l?f>-l$n-s|, ?n-2> €n-l) ⑷ 

因为 C„ 是一个不降的整数列，所以 


min(c„_ 3 +c„- 2 ， c „_2 +c n _i,c„_ 1 +c„_ 3 ,2c n -2,2c n - 1 ) = c„_ 3 + c„_ 2 (5) 

由 （1) 知道不等式 （2) 当 n = 1,2,3时成立，为了完成 （2) 的证明，只要用数 
学归纳法就可以了，事实上，假设不等式 （2) 对 n = 1,2,... ,fc_ 1都成立，那么由 
(4)， （5) 两式得到 


.聶 (哿)‘ 



-s+ck-a,cfc_a+cn_i,c*_i+c*_*, 2 c)t_ 2 , 2 c»._i) 


即 


l5fc, < lF qCk - 
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c n 的表达式 

现在我们研究适合于 

Cn+1 = Cji-1 + Cn-2, Cq = Cl = C 2 = 1 

的 Cn 的表达式.先算出几 项来： 

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,…， 
求 c „ 的方法同第一章§2 —样.令 

/(*) = 

由 

(1 - X 2 - X 3 ) 53 = l + X + X 2 +5^ Cm+ZX m 

n=0 m~0 

-® 2 - £ Cm +1 ，+ 3 - = 1 + 0：, 


得到 


/(*)= 


-X 2 — I 3 = (1 — 1i ； ix)(l — Wix){\ — U>3l), 


即叫是方程式 


y 3 - j/ - 1 = 0 

的根,这方程有一个大于 1 的实根奶= 1.324 …及两个绝对值小于1的共轭虚根. 
用分项分数法， 

^1^2 A3 


/(工）= 


1 — WlX 1 一 W2X 1 — 1030 ： 


⑴ 


这儿 


决 = x bm(l- ^) 1 _ x2 _ x3 = 2^T3^L = ^ 

= (1 + Wj)w^ 

2wi + 3 
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由 （1) 式得出 

因为 

所以 


Cn - AiW^ + A 2 W2 + A 3 W^. 
lim Wo = lim w'S = 0 

Tl — *00 T»—»00 


c„ ~ ^it«r 

于是，我们有以下的收敛结果 

l € n | ^ cgw ", 


即 n 又升高了一个台阶. 

附记在考虑抛物线法的收敛速度时，如果把条件 |/ / w ( x )| < / fc 换作 

W )-/ 〃⑺ ION " 

或者说 f "( x ) e Lipl , 自然是可以的.或许有的读者会提出 f "( x ) < - m 2 , 不易验 
证,那末把它换作初始三点 ima : 上 /( a :) 的二阶差分 


2 ( VI - V 2 _ V 3- V 2\ 

X3 — *1 \3：1 - X 2 X 3 —X 2 J 


^ m 2 > 0 


( 2 ) 


也是可以的,这就表明，对于给定的/，开始用其他方法安排，一旦条件 （2) 适合时, 
再用抛物线法，收敛速度就更快了，例如，此时若 x 3 - x ,< 癸 q'O < g < 1，就易 
于证明 2m 

kn -X 0 \ < ^^g Cn , Cl = C2 = C 3 = 1, 

Cn = Cn-2 + Cn -3 (n = 4, 5, • • • )• 


第三种方法 


从三点 a：i < x 2 < X 3 出发，有了 : Ei , a ： 2 , - - Xn 之后要去找 a :„+ i , 在具体应用抛 
物线法时，除前面讲的两个办法之外，我们再建议用如下的 算法： 

1) 先从三点 Xi < X 2 < ^3出发，并假定1/1 < 1/2. J /3 < V 2, 即中间髙，两头低， 

定义 

03 = a ： l , 63 = 13 . C3 = X 2, 03 < C3 < 63 . 

2) 有了 Xj , X 2, ■•- , X n 之后，假定 yi , V2 , - y n 中最大的一个在 X = Cn 处取，左 
边较大的一个在 x = a „ 处取，右边较大的一个在 x = b n 处取，即 


On < Cn < 6n ，/( Cn ) > ^ /(^ n )- 
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3 )令 yi，j/2,... 中最大的三个数为 

m = /( 6 ) >% = /(&) >m = /( 6 ) 

由 （2) 可知& = c„,€2 是 a n , b n 之一，石3 或是 a n , b n 之另一个，或在 a„ 之左或在 
b „ 之右.由这三个值作 


=《3 -《2， 

乂 (3 =去((3 + &)， 

△% =V3 ~V2, 
△《2 =《2 _$1， 
Mi = + Cl ). 

△?72 = V 2~ m - 


再算出（参看§1，⑴) 


x n+l 

4) x n+1 的定义如下 


A& 厶％ - 厶 


⑴ 


Xn+l 


^n+H 若 a„ < X* +1 < b n ,Xn+i ^ Cn- 

®n+l _ 若 ®n+l = ^n> - ®n ^ b n — Cn - 

+ £’ 若 ®n+l = b n — Cn > Cn ~ 0 ， n- 


;(On + Cn) ，若 *n+l ^ On- 
|(C„ + 〜)， 若 <+l > b „. 


试验出 y n+1 = f ( x n + 1) 的值，归纳法继续进行，这里 e 是个适当小的数，但应该 
4 +1 + S 若 < +1 - e 与1； + 1的试验结果有所区别 ■ 

附记 1) 由以上的理论研究可知，到充分多次后，实质上总是 x n+ i= x； +1 . 
2) 公式 （1) 的几何意义如 下：令 


A ^3 Ag 3 At ?2 - A ^2^2^ V 3 
A43A172 — A(2 △如 


即得 


X - A ^ 

A & 


△ 啪 = y 


X - M2 

A 6 


△% 


左边表示通过 Q(€ 3 + 6), o ) 且平行于 (6,^). (6,%)的联线的直线，右边表示 
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通过 ( i (6+6), o ) 且平行于(6.%),(6,»73)的联线的直线，这两条直线的交点 
的横坐标就是< +1 . 
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述 要 

在生产和科学实验中，往往有这样的 情况： 做完一个试验要较长的时间才能看 
到结果.若等上次试验结果出来后，才进行下次试验，则要花费较多的时间.如果试 
验还要进行多次,那末消耗的时间将更多.为加速试验的进行，常常采用一批同时 
做几个试验的的方法. 

例如，一批做四个试验，共做两批，我们可以用如下的三种方法安排： 

1 ) 00 * 00 * 00 * 00*00 


2 ) 000 * 0 * 000 * 0*000 


3) 0000**0000*0000 
在打 * 的四点做第一批试验,然后在较好的一点附近四个打 o 的点处做第二批试 
验.我们看到第三种方法共区别16个点，可以区别的点数最多，但由于两对试验点 
的距离很近，试验的结果可能不易辨别好坏，甚至会出现这样的 情况： 由于观察的 
误差，好的一段反而被去掉了.第一种方法少区别两个点，但第一批试验的点分布 
均匀，可以避免上述情况,所以人们常常采用第一种方法. 

对于每批做偶数个试验的安排是类似的.如果每批试验的个数是奇数，则安排 
便有所不同了，例如，每批做三个试验，做两批，也有三种 方法： 

1 ) 000 ** 000 * 


2 ) 000***000 


3) 00*0*000 

它们都可以区别九个点，但每种方法都有其特点，与每批做四个试验的情况类似， 
第一种方法的第四点、第五点试验结果可能不易分辨,而第九点则没有充分发挥作 
用，如果这么靠近还可以分辨，那末还是采用第二种方法好，因为在第一批试验中， 
如果第五点的结果好，它便是最好点，省去一批试验.第三种方法是为了避免出现 
试验点太靠近而考虑的，不过，如果要考虑做三批以上的试验，则第一种方法又是 
常采用的. 

从上述二例说明，在一批做好几个试验的时候，必须根据实际情况，选择适当 
的安排方法. 
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试验方案优劣的衡量标准 


在衡量分批试验方案优劣时，往往“一般地”采用留下区间的长度或最好试验 
点距留下区间端点的最大距离作为误差（或精度)，使之最小.在前面的假定下，我 
们在 [0, lj 区间中点附近相距极小的两点做 试验： 





图13 


便可去掉区间的1/2 - e . 于是，也就不可避免地引入“在同一点作两个试验可 
以去掉区间一半”等这样纯数学的假设. 

我们从实际应用出发， 要求： 最后一批试验点和上批留下的较好点等分上批试 
验后所留下的区间.这样使得全部试验结束后，所找到的最好试验点，距留下区间 
端点距离相等.在上述前提下，我们用最好试验点与留下区间端点的距离作为误差， 
并使之最小. 

一组特殊的方程组的解法 

给出方程组 

l=Oo = AiOi + HlQ2, 

Oi =入 2<^2 + M2 a 3i 

a 2 = A303 + M3«4, /,•, 


I oj-i = A/aj + mai+i, 
ai = ai + i , 

其中 Ai , 为已知数， oi >02,- • - . ot+i 为待求数. 

此方程组固然可以用最后一方程代入上-方程，解出叫-! = ( A | + W ) a l+1 ，然 
后又代入前一方程，…，最后解出 a /+1 . 此方法较烦琐，我们可采用如下巧妙的 
方法： 

令 

』=- = v m , (2) 
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^0 = — 1) ^Sn+1 = + 1 

(m = l ， 2 ， ." ， i) 


则⑴化为 


由（3)，可将 


则由⑷得 


(4) 


(5) 



F1IF0 




⑹ 
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由 （2) 和（6)， 


Wo • Vl ••- Vk~l 

(fc = l ，2 , … ,1 + 1 ), 即有 


Fi 

■ fi+i Fi 


=1 = J^i+i - a, 

= £ r =p ■- 


—=- fi - fc+i - ai 


⑺ 


ai-i = = Fi-ai 

aj = ai+i = -^― 

每批作奇数个试验，如何安排 


试验范围 ao = 1，共做；批试验第一批 h 个试验，第二批 / t 2 个试验，…，第 Z 
批幻个试验,其中幻,知,…，均为奇数.试验安排方案 如下： 

把 ao 分为长度为 ai , a 2 (ai > a 2 ) 互相间隔的 （fcj + 1) 个小区间： 


图 14 

试验后留下包含取较大值试验点的 区间： 

\ -^- 1 或 ； -■ N - J 

«i <h 

图 15 

第二批 fc 2 个试验全部安排在长度为 ai 的区间里，并把 ai 分成长度为 o 2) o 3 ( a 2 > 
a 3 ) 互相间隔的 （ A 2 + 1) 个小 区间： 

02030203 • • • 0203 * a2 或 d2 * 0302 • - - 0302 
试验后又留下包含取较大值试验点的 区间： 


02^3 SK <1302 
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图16 


把下批试验全部安排在较长区间里，并把其区 
间分为长短相间的 （& + 1) 个小区间，等等.根据 
§1的要求，第 Z 批的幻个试验点要将叫分为与 
相 等的 ㈨ + 1) 个小区间，最后留下此处的 a ; 即为 
我们所定义的误差. 


把上述的{^}的关系写为数学表达式，就是§2方程 （1) 的形式，其中 
| An, = ‘ 2 + 1 (m = 1,2, - - ,1), 


Mm = ‘ 2 + 1 (m = 1,2, •• - ,/)• 


( 1 ) 


根据§2中⑺式可以算出 arn , 而误差 a , = ^, F J +1 由下面的递推公式 确定： 


1 F m+ i = + + F m _0 (m= 1,2, 

下面举几个 特例： 

例1只作一批 fc 个试验. 

由 （2) 式得 

■Fo = 巧 =1, F 2 = k + 1. 

再由 §2 中⑺式知 

ao = l ， 

即 fc 个试验点把区间 ao 分为0 + 1) 等分，试验误差 


⑶ 


a2 = fcTI - 

例2共作 i 批，每批作一个试验 
由 （2) 式得 

\ F m +i = F m + F m _i (m = 1,2, ••- ,1). 

这就是通常的分数法.试验误差为 a t = 

例3 每批作 （2 i - 1) 个试验,共作 fc 批. 
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这时⑺式变为 

f Fo = Fi = 1, 

\ Fm+1 = t(Fm + ^ro-i) (m = 1,2, ••• ,*). 


用第一章 §2 的方法,可得 


且有 


3 V ^ Ti)[ 1 

3 \ frri )[- 

= 点’ 

_ Fk ~\ 

= K ^' 


t+ 0(< + 4)1 


- \/t[t + 4) 
2 


试验误差为 a k+l -- 


： W 


fWT ' 

每批作偶数个试验，如何安排 


(3) 


设第一批 h 个试验，第二批 /c 2 个试验，…，第 /批幻 个试验， fc!，*2, …，幻皆 
为偶数.把试验区间 o 0 (= 1) 分为长度是 ai,o J+1 (o, > a <+1 ) 互相间隔的 （幻 + 1) 
个小区间： 



图17 


第二批试验全部安排在长为^的小区间，并把 
分为长度 a2,ai+i(o2 ^ aj+i) 互相间隔的 （A： 2 + 1) 
个小区间，等等.根据§1的要求，第；批 的幻个 
试验要将区间 an 分为与 勿 +1 相等的 fci +1个 
小 区间： 

此处叫 +1 即为我们所定义的误差. 




图18 
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把上述的 { am } 的关系写成数学表 达式; 


或 


所以 


1 = 00 = (警 + 1) ai + yai +1, 

°i = (y + 1) + yaj+i, 

°l-i = (+ 1 ) a « + "J a «+i ， 
aj = aj + i - 

a»n-i +aj+i = O +1) (t*m + aj+i) 


⑴ 


(2) 


1 + ai+i = ao + ai+i 

=( 令 +1)( 譬 +1) •. •(令 + 1)( 叫 + 甸 + i ). 

再由 

1 + Oi +1 = ao + Oj +1 =(鲁 + 1 ) (鲁 + 1 ) …(警 + 1) (am + oj+l), 

可以算出 Om(m = 1，2,…， Z ). 

-40 1 ) OO.OH/ 

K 警 +1 ) (f +i ) "( 2 +i ) -1 ]' 

例每批作 2 t 个试验,共做 Z 批. 

由 （3) 及⑷得 


2(t + l) J -l ， 

2(< + l)*- m -l 
2(t + l) l -l ' 


(3) 


⑷ 


aj+i 
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一般情形，如何安排 

和§3, §4方法 一样. 若第 （m - 1) 批后留下区间为 

I _^_ I 


围19 

(am-! ^ a p ), 则第 m 批试验点全部安排在较长区间内•当是奇数时， 
ap = a m ; 当是偶数时，是 fc m+1 ，fc TO+2 ，…中出现的第一个奇数. 

具体地说，设 k u k 2 , …， h 中的奇数依次为 kipki , ，…， k it , 则各区间长度的 
数学表达 式为： 

(l = ao= [| + l] ai+[y]a 4l 


°ii-2 = -*2 - +l| + a u . 



' = [〜 ^ + 1] Oi 1+ i + a … ⑴ 

a » a -2 = [~^ 2 ^ + ^ + °*»' 

Q « s -*1 = + J j °»« + ^ + °3. 

ai = ai +1- 

同 §4 —样, 可 以把偶数次的试验合并写成 

1 = 00=[夸+ 1 ][鲁 4 " 1 ] ... [^^ + 1 ] (°<1-1 +° ii ) -a <n 

a ii-l =[亨 + lj a “ + [夸 + 1 卜 3 ， 

Oi, = [^ ti + 1 ][^ta + l]---[^i + l] (a^+a^-a*,, 

a i a -i = [警 + lj Oj 3 + ^ + l | Oi 3 , 


Oi t = ^ +1 +1 (®i + °i+i) — <*i+l> 


ai = aj+i- 
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进一步可简化成（记 i t+1 = 0 


1 = ao = AlOi, 4 - Hia i3 , 

Ot , = A 2 Oi 2 + //20 i 3 , 

. (3) 

Qi , = At+iai + Mt + i « i |+ i ) 

ai = a<+i- 

在这里， 


.A m =[^±i + l] [^i±i + i]...[^zi + i] [^ + 2 ]-l, 

/im = 『、 1+1 + lj … ^2~ X +1 ] [%^ + 1 ] - (m = 1,2,.• • ,t;i 0 = 0) 
A t+1 =[¥ + l ]...[| + l ]- l ， 

^=[¥ +i ]-[! +i ]- 

⑷ 

用 § 2 的方法，可以算出误差 a < 以及进而由 （1) 可以算出所有的 

{ Om }. 

令 

^0=^1 = 1, 


•^m+1 = At— + /if—m+l^m— 1 (5) 

(m = 1,2,- - ,t), 


则误差为 

1 

0，= ^- 

读者可能会问，是否还有其他方法使得误差（或精密度）更小一些？这个问题 
的回答是否定的，对于单峰函数的全体而言，精度不能再好了.这里不再详细讨论, 
请读者自己证明.例如，可以参考第一章§5的方法，先建立一批不等式，然后用归 
纳法证明. 


试验批数不定的情形 

有时，虽然每批试验的次数一定，但是试验的批数并不能预先给定，要求试验 
可以连续做下去，怎么办？ 

先讨论每批做偶数 （2 t ) 个试验的情形. 
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由§4的例，每批作 2 t 个试验,共做 fc 批，第一个试验点在 


2(f + l)*- 1 - 1 
2(4+1)*-! 


第二个试验点在 


Ol + ttfc+l 


2(t+ I)* -1 
2(« + l) fc -l 


当 A : - oo 时,二试点位置都趋于由此可见，这个方法当 k -* oo 时是完全 
失败的.也就是说，预先给定的批数 fc 越大，两点越近,分辨起来越困难，正因为如 
此，我们建议用下面的方法来安排. 

先把试验范围等分为 （2 t + 1) 段，在 2 t 个分点上做第一批试验，比较结果，留 
下较好的点 * 及其左右一段，然后把这二段都等分为 （t + 1) 段，在分点处做第二批 
试验等等,下图表明了 f = 2的 情况： 


图 20 


值得指出，根据实际情况，我们可以用混合的方法来安排，也就是先用§1的方 
法,做到某一预定的程度后，还可细分时，再用上述方法. 

再讨论每批做奇数 （2 t - 1) 个试验的情形. 

由§3的例3,每批作 （2* - 1) 个试验，共做 A : 批,第一个试骑点在 






当 /b — 00 时，它趋于 
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同样可以得出，第二个试验点与第一个试验点的距离 

Fk-i 
a2 = F ^- 

当 A : -♦ 00 时,它趋于 


叫 t + v 4 + 4) ] 


容易看出 


o+o 2 = - t . 

这样，对每批做 （2 t - 1) 个试验，我们可以按上式取0，即 

- K - i+ ^)' 

先把试验范围分成 況段， 其长度比是 

e ： e 2 ： e ：9 2 ： - ： e ： e 2 . 

在分点做第一批试验后，余下是 

0 : <? 2 或 0 2 : 0. 

由于对称关系，只讨论前者. 

因为 

t(e 2 +e 3 ) = te{0 + e 2 ) = e, 

故把长为0的一段分为货段,其长度比是 

： e 3 ： e 2 -.e 3 ： ■ ■ ■ ： o 2 ： e 3 . 

再在分点处做第二批试验，余下是 

0 2 : 0 3 或 0 3 : 0 2 . 

因为 

tie 3 + $*) = t{e + e 2 )0 2 = e 2 , 

又可把长为沪的一段分为 2 t 段，再做第三批试验, 等等. 如此做下去，直到合乎要 
求为止. 
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这个方法是黄金分割法的推广 , t = 1时,就是黄金割法（一次做一个试验). 
最后，看看这个方法的精度如何？ 

记为每批做 i 个试验，共做 A ： 批后余下的区间长度.对于 i = 2* 的情 
形，有 

= _1_ 

1 2t + l } 

/(») = _J _ L _ 

2 2t+i *+r 

^ ) = 2FTl(<Ti) • 

对于 i = 2 t - l 的俦形，有 

i (广 1 >=0 + 沪=^ 
i ^^ e ^ + e 3 ^ 0 -, 

^-1) = 03 +0 4 = ^ 


/ f - 1 ) = 0*+^ +1 = ^-. 

是否最好的安排 

上面几节讲的分批试验法是黄金分割法和分数法的自然推广，因而第一章里的 
许多概念和方法都可以平行移过来用. 

现在我们对§6的方法作进一步的讨论. 

仍然先讨论每批做 2 t 个试验的情况. 

我们的方法着 眼于： 做一批试验以后，进行比较，只留下一个区间，其中包含 
已经做过的、结果最好的那个试验点，也即如下图的形式.我们将它放大适当倍数， 
使留下的区间为 (0,1), 其中0处是做过试验的点.现在的问 题是： 再同时做2«个 
试验，这況个点布置在何处，使下一次留下的区间尽可能短？ 


图21 

连同上次留下的己试验点，共有 （2 t + l ) 个试验点，设安排在- ,Wi 
处,如果最好的在心则下次试验将在 


Op-i < 0 < Op+i 
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中做，因此下次试验的区间长度应当是 

T = j^^ +1 (®p+x — ❷ p-i )， = 0, 02t+i = 1. 

由于 


T= m > ^J e ^~ u 

i t+ i i 

彡 y^( g 2r - ® 2r -2) = j^-j(02t+2 - ®o) 

1 

= TTi ' 


也就是最短的因子是比这个数更小的就无法保证，显然，均分法即 

0 p + 1 ~ 6 p = 2 (^ Tj - 

就可达到这一目的，这就是§2所说的方法. 

当然，如果第一批试验不是按等分取点，而是更细致些,安排为 


■ ^ . 6 I ° ■ 6 !_ 

0 

图22 

以后再按等分取点.容易证明这是最好的安排，其中 


满足 

以后余下 


(a + 6)4 + 0 


2(t + i) 2 -r 

2 t + 2 


2( t + l )2 -l t + 2( t + l )3 - 
a : 6 或 6 : a 


2 t + l 

2 (t + l) 2 -r 
2 t + l 


把长为 a 的一段等分为 （2* + l ) 分，即每段长为 &, 在分点上做试验，以后均按§2 
的方法.这样第一批试验后余下区间长为 


li =a + b 


2 t + 2 

2 (t + l ) 2 - 1 < 


2 

2t + l 


以后缩短的因子都是 
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为了取点简便，而精度又不相差太大,我们建议采用§6介绍的方法. 

再讨论每批做 (2 t - l ) 个试验的情形， 

这时，可以证明§6给出的方法是最好的.为此，我们只需证明下面两个引理， 
然后按照第一章§5的思考方法去论证. 

记 A 》- 1 、 为 k 批试验后的精度，我们有 
弓 I 理1 当时，恒有 


△ 以 ) < 彳卜 1 、 O AlVl 1 )- (1) 

证左边不等式是显然的，故只证右方的不等式. 

记 ( x 0 , x at + i ) 是第 fc 批试验余下区间之最大者，即 

x 2 t +1 - x 0 = A ^ 1) . ⑵ 


第 （fc + 1) 批试验 （2 t - 1) 个，连上次留下的已试验点，共有2«个试验点，记为 


* 1 .^ 2 , ••- ,X2t, 
且 


Xo < XI < X2 < ■ ■ ■ < X2t < X2t+l- 


我们有 
由 （2) 


ar p +1 - a ： p _ 1 < Ag 7 1) (p = l ,2,-.. ,2 t ). 


^(2 t - l ) _ a；2t+l _ 1()= : ^( x 2 r +2 - *2 r ) + (®2 t+l - ®2 t ) 
r=0 

彡仏^^" 1 ) + ( x 2 t+l — X 2 t )- (3) 

在区间 ( x 2 t , x 2 t +1 ) 第 （fc + 2 ) 批试验点最多只能安排 （ 2 «- 1 ) 个， 

X2k+l - X2t < t ^fc+2 1) - ⑷ 

由 （3) 和⑷便得⑴式 

引理2 当 fc > l ， r ^ l 时，有 

(竿△匕” + OM ) • (5) 

其中 { ff } 由递归公式 

蚧)=1， F ^^ tiF ^+ F ^%) ⑹ 
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给出. 

由引理1,用归纳法易证. 

对于§6给出的安排方法，记4 2 * -0 为第 * 批试验后留下的区间长度，容易 

验证 

4 2t_1) = tal+i 1 + CA ⑺ 

=i (竿以+也似） l , n > 1). (8) 

根据 （1), (5), (7), (8), 用第一章§5的方法易证. 

定理对任一每批做 （2 f _ 1) 个试验的安排方法记 Af - 1 为第 fc 批试验 
后的精度，若^不同于§2的方法，则一定有使当 A ： > /时， 


A (2 t - 1)> I (2 t - i ) 


沪 -i 


即： §2的方法是最优的安排方法. 


依某种要求进行试验 

每批同时做几个试验虽然有加快速度的好处，但是也有增加试验费用的坏处， 
并且每批试验个数增多，原材料消耗比按正比增加得还要快.例如，用分数法89/144 
做十次试验的效果和一批同时做143个试验的效果相等，时间缩短为1/10,但试验 
的代价却是 14.3 倍，因此，必须权衡利弊来决定采取何种方案.此外，一批做多个 
试验时，试验范围缩小得很快，例如.每批做7个试验，共做六批，精度为2/19776, 
即为万分之 一• 如上所述，两个试验点愈靠近，则通过试验来分辨它们也就愈困难, 
因此考虑批数做得很多，意义不大.遇到这种情况，首先看看试验区间要求分得多 
么细，再决定一批做几个试验,共做几批，来安排试验点等等. 

例如，有八套仪器,可以同时做试验，但在试验点比较接近时,要求重复试验来 
避免误差，简单地说，我们希望这样 安排： 进行四批试验第一批八个试验点在八个 
不同的地方做，第二批四个试验点在四个不同的地方各做两个试验，第三批两个试 
验点在两个不同的地方各做四个试验，第四批在一点做六个试验，并在留下的较好 
点补做二个试验加以比较.也就是说每批试验次数依次为 (8, 4, 2,1). 

如果按§5的理论上推导，容易写出 

l = Oo = 5ai + 4(*4 
aj = 3a2 + 2(14 
02 = 2as + 04 
= 04 + «5 
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并算出误差 a 5 = 1/89. 但是，这样就要求第一批试验点两两相距1/89,与我们的前 
提“试验点比较接近时，要求重复试验来避免 误差” 不相符合了.我们可以用下面 
的安排 方法： 

1) 先分试验范围为九等分，在5点上做八个试验（试验点相距 1/9) 


2) 对余下的区间仍按等分（试验点相距 1/27) 


每个打 * 处各做二个试验. 

3) 对余下的区间分成六等分，在第2,5分点各做四个 试验: 


4) 最后在余下的一点做试验. 

这样安排，误差是1/9 x 1/3 x 1/3 = 1/81,与前面安排的误差1/89相差并不 
大,但却能有效地避免了两点相距很近不易分辨试验结果的困难. 


重复性试验的分辨问题 


我们在上一节说过，有时需要用重复试验来避免误差，由于在一个点 a ： = a ， 通 
过试验所得出的/⑻的数据，并不一定是 /( a ), 而是可能有误差的，例如测得的 
V = f ( a )+ K 就是误差，为避免误差的严重影响，我们往往在同一条件 rr = a 的 
情况下，多做些试验，得出以下的数据 

Vl,V2 , … ,Vb, 

在另一点 x = b , 也做了些试验，各得出 

yi.j/2. - - >vt- 

如果讲都比％大，则两个试验是可以分辨的，也就是可以指望 /( a ) > /(&). 但是， 
有些讲 比有些％大，而有些 yi 比有些％小，怎么办？ 

第一个建议是用平均数法，如前,在 a : = a 时所测出的数据的平均数 

y= \{yi + i/a + j/3 H - i-y*) 

比 

2^ = + 24 + … + W) 
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大，就认为/⑷比/⑻大， 

第二个建议，看是否是 

y > 每一个 g (j = l ,2,-••,«), 

铲<每一个识 ( i = 1,2, •••,<). U 

如果是这样，我们认为 /( a ) > /( fe ) 的把握更大了. 

第三个 建议： 考虑不适合不等式 （1) 的个数如果 y '^ y , 中有 p 个不适合 （1), 则 
我们可以用 

1--^- 
s + t 

来检定/⑷> /(6). 

第四个 建议： ( yuj / j ) 共有汾对,其中适合于 
Vi > y'j 

的有《对，则 /( a ) > /(&) 的把握是 

9 

at ' 

例如在两点各做了四个试验，得出数据 

Vi = 1.19, 1/2 = 1.21, 1/3 = 1.21, |/4 = 1.22, 

Vi = 1.10, y ' 2 = 115, yg = 118, = 1.20, 

我们只要依大小排队 

yi < »2 < V3 < yi < »4 < W2 = y3 < y4, 

Vi 与 y ’ i 共有 4 x 4 = 16 种关系， 15 个都适合 y 〗 < 1/i, 只有一个 1/1 < yi ， 因此 
/(a) > f { b ) 的可靠性是 15/16 = 0.9375. 

上述这些处理方法，是比较简便而又避免了不必要的繁琐的处理方法，是比较 
容易掌握的.但在同一点反复做试验得到数据很多的时候，我们不排斥运用“正态 
分布 ■’ (如果数据大致服从此规律时）中的标准离差等方法来判断 JR 优点出现的可能 
性的范围. 

还有一点值得注意， /( a ) 接近于/(6).难以分辨时，即使就是 /( a ) = /⑻时 
(或差不多相等),/⑷的最大值在 ( o ,6) 之间的可能性也是很大的，换言之, a 之左, 
b 之右都可以舍弃.因而建议,暂且不管 ( a ,6) 之外,只对 ( o ,6) 开始用黄金分割法 
或其他方法，这样可以省做不少试验. 
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非单峰的情况如何办 


有人会问，前面所讲的只适合于“单峰”的情况，多峰（即有几个点，其附近都 
比它差）的情况怎么办？我们 建议： 

1. 先不管它是单峰还是多峰,就按单峰的方法去做.找到一个“峰”后,如果符 
合要求，就先照它生产，然后有时间继续再寻找其它可能的更高的“峰”(即分区寻 
找). 

2. 先做一批分布得比较均匀疏属的试验，看其是否有“多峰”的现象出现，如 
果有,则分区寻找.这时,第一批试验的点最好依以下的比例划分 


a :/9= 0.618:0.382 

0 - a - 0 


例如，三个分点，可以取之如 


图24 


使留下的成为 


图25 

的形式，接下去便可用 0.618 法了 • 

最后要说明一下，有些问题，并不是寻找单峰函数的最大值，而是如对分法那 
样，寻找一个合适的点.车区间 ( a ,6) 中有一个单调增加函数 /( x ), 还有一个数 c , 

/( o )< c </(6). 


我们知道，对分法是在区间的中点做试验，若/ (^) > c - 则舍弃(¥，+若 
/ (^±^j < c , 则舍弃再在余下区间的中点做试验，如此继续做几次 
试验后，余下区间的长度是 

^-a). 
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容易证明，对于全体单峰函数来说，这个办法是最好的.如果条件允许每批做几个 
试验,那又如何安排呢？很简单，不管 m 是奇数还是偶数，这时都是用均分法最好， 
例如每批做三个实验，就把 ( a , 6) 四等分， 

° e x e 3 fc 

图 26 

在三个分点 0 ^ 02 , e 3 处做，然后再考察试验的结果,例如 f (0 2 ) < c , f ( e 3 )> c , 则舍 
弃 （ a , 办）和 (e 3 ,b), 再四等分 (e 2 ,e 3 ), 在分点做第二批试验，如此继续做 n 批试验, 
余下的含有种的区间长度是 


也容易证明这个安排方法是最好的. 



优选学 

第二部分罗因紊 T 尤逛法 




这一部分考虑的是多因素优先法，我们将分章研究这些方法在多因素情况下的 
推广.和前面一样,毎章都有一段方法的述要，在明确了方法的使用以后,再逐步深 
入研究方法的收敛性和一些有关的数学问題，最后一章是讨论优选法与计算数学的 
关系.所介绍的优选法,实质上就是求最大值（或最小值）的快速计算法.不仅如此， 
很多计算问题都可以化为极值问题来解决,而极值问题离散化后,就与优选法有关. 
因而优选法在计算数学上也是很重要的. 
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述 要 


绝大部分的双因素优选法都可以推广到两个以上因素的情况，只是所需的工作 
量，将随着因素个数的增加而迅速增长.下面我们先讲 方法： 

1) 网格法把因素 : r 和 y 的优选范围（区域） 

a < x < b , c < y < d 

各分为 i 和 m 个等分,于是总共有 im 个格子，在每个格子中做一个试验，共做 
个试验后，哪个好用哪个.这个办法很简单,但它的工作 S 比起一个因素来说，是大 
大增加了.例如 I = 10, m = 10,就要做100个试验. 


图27 

假定处理的是单峰问题，也就是把 a :, i / 平面作为水平面，试验出来的数值 2 看 
成为这一点的高度.这样的图形就像一座高山，我们假定这一片地区只有一个制髙 
点，在平面上画出等髙线后，这些等高线形成一圈圈的互不相交的封闭曲线.我们 
还假定，每一圈都是凸的，就和树木的年轮一样. 

2) 对开法裁一块方格纸代表优选范围 

a<x < b , c<y < d . 

左右对折起来,在中线 

x= -(a + 6) 

上，用单因素法找最大值，设在 P 点取这最大值.再上下对折，在中线 
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上，用单因素法找最大值,假定在 Q 点取这值. 



图28 图29 


y‘ 

d\ 

c+d\ 

~'l 

1 

一 


C 



— — r 





a a-^b b 

图 30 


比较尸点和 <5点的结果，如果 g 大,裁掉纸的左半张（不然裁掉下半张).再 
用同样的方法来处理余下的半张纸，不断地去其一半，逐步地得出所需要的结果. 



4 ~~ 14 ^ 


图31 图32 
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图33 
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3) 旋升法先在一条中线（例如左右对折线）上求最大值，假定在巧点取这 
最大值.通过 Pt 作水平线，在这水平线上找最大值.假定在 P 2 处取，又在 通过巧 
的垂线上找最大值， 而在朽 取这最大值，等等.继续做下去，有荫影的部分以后不 
要再考虑了. 

4) 平行线法两个因素中，一个例如 z 易于调整，另一个例如 J / 不易调整，则 
建议用“平行线法”，先把 J / 固定在范围 （ C , d ) 的 0.618 处，即取 

y = c+(d — c )0.618, 

用单因素法找最大值，假定在 P 点取这值，再把^ / 固定在范围 （ c ， d ) 的 0.382 处，即 
取 

y = c+(d — c )0.382, 

用单因素法找最大值，假定在 Q 点取这值，比较 i 3 , 

Q 的结果，如果 P 大，则去掉下面部分，即去掉 

y < c +( d - c )0.382 

的部分（否则去掉上面的部分),再用同样方法处理余 
下的部分，如此继续.这个方法也适用于分批试验的 
情况. 

5) 按格上升法把所考虑的区域打上格子，与2)，3)， 

4) 类似,但用分数法来代替黄金分割法. 

6) 翻筋斗法从一个等边三角形 ABC 出发（如图 36), 在顶点各做一个试验， 
如果在 C 点所做的试验最好，则作 （7 点的对顶同样大的等边三角形 CDE. 在 D ， 
E 处做试验，如果 D 点最好，则再作 Z ) 点的对顶同样大的等边三角形, ... ，一直做 
下去. 如果在 F , G 处做试验,都没有 D 点好,则取 FD 及 CD 的中点 做试 
验，也可以取 CD 及 ED 的中点做试验，再用以上的方法.如果在£»的两边一分 
再分都没有 Z ? 点好，一般说来， Z ? 就是最好点了. 




图35 
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图 36 


对开法 

实际上，我们的优选问题就是在区域 

a<x < b , c<y <d 

内求 * = f ( x , y ) 的最大值.所谓等高线，就是固定 2 ,由方程 2 = f ( x , y ) ( x , y ) 
平面上所定义的曲线.我们假定等高线有连续切线. 

在 ( x , y ) 平面上，一条直线上取最大值 e 的 
点，一定是等高线 /( i , y ) = e 与这直线的切点，因 
为这直线不可能与它再交于另一点.由于等高线 
是凸的，所以，使 z > e 的点一定分布在这直线的 
—侧，现在用这个原理来观察对开法. 

(1) 这方法一定可以逐步通过最大值（或简称 
收敛法). 

我们看到，应用这个方法做了第二批试验后，每做 
一批，区域的面积减少一半， 

因此收敛性是没有问题的，但有一个特殊情况要注意，就是会不会出现 P 点和 G 
点恰巧都是中点的情况，即横线纵线上的值都没有中心点的值大，这说明如果等高 
线 


Q 


图 37 


f ( x , y ) = d 
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不缩成一点（制高点)，则等高线在这点不存在切线，或者说切线在这点不连续. 

(2) 有效性 

如果单因素是用黄金分割法进行的，假定 : c ， y 所要求的精密度各为 e 及7?,经 
适当的放大缩小,不妨假定 e = »?. 在第一条线上作2次试验后，所达到的精度密是 

( 6 - 0 )«/ -1 , w = |(-1 + v ^), 

现在所要求的是 

(6 — d)w l ~ 2 > e 彡 （6 — a)w 1-1 . 


即 


也就是；差不多等于 







> 1 - 2 , 


log^/iogl-logi/logi. 


以后每做一批，区域面积去掉1/2,经 p 次单变量处理后，得出的面积是原来的 
1 

2P- 1 • 


如果做到 

(6 — a)(d — c) 
2 P - 1 

当然就满足要求了，也就是 P 大致等于 


. (6 - a)(d - c) 
2P-2 ， 



2 ( l0g ^) / ( log ^' log2 ) 

次试验可达目的，也就是当 e 很小时，无穷大的阶是 
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比起网格法要好得多. 

附记在 p ， g 二点做出来的试验数据如果 
相等（或无法辨认好坏)，这是件好事，因为这说明 
• P 点和 Q 点位于同一条等#线上了（见图38)，所 
以可以把图上的下半块和左半块都去掉，仅留下 
第一象限.这一点对统计方法来说也是十分有利 
的，当两点试验数据的可分辨性十分接近时，我们 
干脆丢掉面积的 3/4. 

旋升法 

在进行旋升法的时候，请 注意： 划掉一个区域的原则，也就是有了 A 点与巧 
点之后，划掉通过 A 点的直线所分开的不 包含巧 点的部分，这样可以少做不少 
试验，当然，2值不断上升的情况可能是外向的，也可能是内向的，也可能兼而有之 
(图 40). 




麵 

Pi 



图39 



从方法来看，每次求最大值，可能比对开法好些，但并不能保证每次划去的部 
分大于或等于原来面积的一半.也就是说，上算的可能性虽然很大，但不上算的可 
能性也是不能排除的，不象对开法稳拿一半. 

(1) 收敛法 
如果一直做下去，则 


Zl = /(Pi) <Z 2 = /(P2) <••<«„ = f(p n ) < ■ 

是一个单调上升的数列，而由问题性质看出这数列是有界的，因此 
lim Zn = Zo{Zn < Zq). 
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我们画下高度等于 


的等高线 Ci , C 2, ••- ,Cn, -. 如果 Z = ZQ 不是制髙点的髙程，则有一条等高线 Co , 其 
高程是功•当 n 充分大时, c „ 在 p „ 的法线将穿入 co 之内，换言之， Z „ +1 比勿更 
大,这是矛盾 . Pi 在 Cj - i 之中，所以 p , 趋于制高点. 

(2) 有效性 

要使误差小于 e (> 0), 需要的试验次数的数量级是 

(log *) 2 

证明请看下一章的 §1. 

平行线法 


从对开法的讨论中立刻明白平行线法一定逐步退近最大值.如果单因素是用黄 
金分割法，则每条直线上要试验的次数大约是 

05 卜 =: ^)， 

而每做一条线上的试验后，区域面积缩小为原 来的％ 这样 P 次后，留下的面积是 
原来的 

vjP - 1 . 


当要求0：和 y 都达到 e 的精度， p 的阶数约为 
log log! 

因此一共要做的试验次数约为 

(1 。 “) 2 / (log^) 2 . 

同样可以讨论分批试验的情况. 


两个因素的离散情形 


例如优选的范围是一个21 x 13的格子，我们现在不用对开法，因为平分下来 
不一定在格子点上，也不一定上算,怎么办呢？我们在1 = 13的直线上用分数法做 
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五次试验.又在 J / = 8的直线上也用分数法，这时: T 点已做过试验，因此做6 - 1 
次 试验. 各得一最优点，记之为 P 点， Q 点. 比较 P 点与 Q 点，如果 Q 点比尸点 
好,则裁取一个 8 x 13的格子（图 42). 




图41 


图42 


在这个图形中，取; c = 13 + 5 = 18还是取 x = 21 - 5 = 16,可以这样来 考虑： 因为 
* = 18 更靠近 Q 点些，因而取 cc = 18,再在这条线上用分数法.这样做并不能排除 
不上算的可能,但上算的可能性大些（因为近“大”处得“更大”). 

如果在每个格子点上作试验，共需试验20 x 12 = 240次,用现在的方法,最多 
只要30次就可以了，如果纵横格子个数并不恰巧等于某一 &，那末可以添上一些 
或冒点风险减少一些，以凑成 F „. 例如在 


0 < i < 18 

时，不妨添上些成0 < :c < 21，或减掉些，而成 


0 < x < 13. 

当然也可以用平行线法，读者自行补充. 


翻筋斗法 


当因素的变化不能跳跃式调整时，此方法有其优点，翻筋斗法的理论根 据是: 
通过一点的两个方向的微分都等于零，一般来说,这点就是极值点. 



图43 


其实前面关于等边三角形的限制不是必需的，根 
据具体情况用直角三角形，任意三角形都行.如果用四 
边形，五边形，…来翻筋斗效果如何呢？例如，有人建 
议用矩表，在矩形的四个顶点做试验,然后依最好点翻 
过去，在新的三个顶点做试验，等等，称为“矩形调优 
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法”.这样做好不好？这样既多做了试验，又没有很好的理论根据.因为这里同时考 
虑了三个方向，而极值问题一般只要考虑两个方向就够了.因此“矩形调优”就不 
知用三角形翻筋斗.翻筋斗法不难推广到多个因素的情形, 例如： 三个因素,用正四 
面体在四个顶点做试验，如图所示，依最好的一点翻过去，等等. 

关于 n 个因素则是找出一个 n 维的正单纯形,在它的 n + 1 个顶点做试验，怎 
样找顶点？我们建议用以下的 方法： 

设 *<4 点的坐标是 ( ai ， a 2 , … , On ), 以为顶点边长为 A 的 ri 个顶点山,> 1 2 ,…， 
A „ 的坐标可用下法得之，先做 S 点： 

61 = oi + ah , 62 = 02 + ah , • • • ， 6 n = On + ah , 

这儿 

a= i y^TT-i 

y /2 n 

也就是每一坐标上都加上 ah , 4 就是 B 的第一个坐标加上> 1 2 就是 S 的第 
二个坐标加上 >…， A n 就是 S 的第 n 个坐标加上$，其余坐标不变.证明是 
不难的，与次的距离平方 等于： 

(n - l )( aft) 2 + (ah + 

= [(n - l ) a 2 + a 2 + y /2 a + 

= ^ na 2 + y /2 a + ^ h 2 

=1 r(V^rTT-l)^ 2 y^TT^ + 1 1, 2 

2 L n n 

=h 2 , 

所以 4 与次的距离等于/ ^ 

又次与 AiCjfi ) 的距离等于 

另一 方法： 假定 a 是原点，/»= i ( 都不失其普遍性)，取 


Ai = (1,0,0, - ,0), 
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由于也与>1的距离等于1,也与乂 2 的距离也等于1，所以 
/^1 + = 1> {.Pi — I) 2 + a| = 1. 

得汍=|，句=取正号得 

A 2 = (士，穿， 0 ,…， ◦). 

我们可以一维一维地添加，一般有 


A i = ( A .) A - i . a <,0, - • ,0), 


这儿 


01-1 - 


2 i ( i+iy 


~~2 T - 


证明： a 与 a 的距离平方等于 

/^ + ^ + • * • + 01-1 + of 

1-1 1 
— L . 

L 2n(o 4- 


_ 1 + 1 

(2p(p+l) + ~2T 


= g ( i -25 Ti)) + ^r 


-2~2 r ~2 T = 

又冼与 A m (l > m ) 的距离平方等于 


(Om — 0m) 2 + Pm+1 + * •• + Pl-i + 0-f 


2p(p+l) 21 


~2(m + l) 
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2(m+l) +U- _ 2(^TT)) 


h 2Z + 2 = 


即得所证， 

新的试验点是很容易求 出的： 在 ( n +1) 个顶点 A ， P 2 , … , P n +1 上做试验，其 
中 

Pi = (®i,,*«,••• = 1.2, ••- ,n+ 1). 


假设 Pi 上的试验结果最好 ，依巧 找出各顶点的对称点 


Pi(i = 1,2,…， n + 1) : 


Pi-P^Pj-Pi, 

即 

PI = 2Pj - Pi, (t = l,2,-.,n + l). 

然后在新的顶点做试验，找出最好的一点，又依这点找对称点，一直做下去，如果做 
不下去了，比如巧仍是最好点，这时将距离缩小，例如缩小 一半： 


即 




在朽 '，攻，…， P ^ +1 继续做 试验. 
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最陡上升法 


述 要 

先在 （ n+1) 个点 (xi,i2. •■- ,a ： n), {x\+Si,X2- - ,x n ),---(xi,X2, ■•- ,X n -l,X n + 
s n ) 上各做一次试验，得出数据 

幻， U ， 


在线段 


4 1 ) - 


Si 


- t , •■- , x „ 




上用单变数方法找出2的最大值,这儿 f 的变化范围由以下的不等式决定 


⑴ 0 0， 

*(*) _ *. 

( ii ) a < < *< + — j . - t^bi (* = 1,2, - , n ). 

如果找到的最大值在 f b 时取,则令 



以（奶，办… ，枷） 代替 (* i , x 2 ,-.-, x n ) 继续进行， 2 的值不断增大 ，一 直做到 （〜巧， 
… ， a ：„) 与 ,Vn) 的距离小于预给的精密度为止. 

最陡上升法 

假定在区域<1<2：<6，<；< 1 /< < £内， 

2 = F { x , y ) (1) 

是一个向上凸的曲面，处处有二阶连续微商，并且假定在讨论的区域内仅有唯一的 
制髙点. 

在制髙点 { x 0 , yo ) Ht , 

z = F ( x , y ) (2) 

一定适合 

F x ( x 0 , yo ) = 0 , F y ( xo , yo ) = 0- (3) 
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由于曲面向上凸，所以 


~ d ^' 


、抑 


d 2 F 


e+2 d^^ + w v2 


是一个定负的二次型，也就是一定存在两个正数 M 与 m 使 

~ 2 、 c^F ^ n d 2 F ^ d 2 F , 

~ m +”）<# +2 d ^,^ + W T, 

< -m(^ 2 + J7 2 ). 

由闭区域内连续函数的性质， M , m 与 a :, y 无关. 

从一点 ( xi , yi ) 出发，若 F ( xi , yi ) = t \ 对等高线 


F(x,y ) = 


沿着法线方向作直线 

x=xi+ (^i) ** y=yi+ {%y {t>0)， 

用单变数法，沿此直线方向找 

s ⑷ =++( 篕 x 菪 )/) 

的最大值，假定在《=< t 时取最大值，令 

a =咖) =F ( xi+ (^) 1 t,tyi+ (^) 1 ti ) 
= F { X 2, V 2), 

由于 J / ⑷也是凸函数，因此 

去 0( ii + ( SV ， 

m+ (f)/)L =o - 

我们现在研究（与制高点高程差的进展比例） 

ZQ - Z 2 = F(x 0 ,yo) - F(X2,V3) 
zo-zi ~ F(x 0 , yo) - F(,xi,y!) 

=l _ F(x 2 ,y2) - F{xi,yi) 

~ F(x 0 ,y 0 ) - F(x!,yi)' 


⑷ 


(5) 


⑹ 


⑺ 




⑼ 
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1) 分母 

F(x 0 ， yo) - F(x u yi) J ^-F(xo + t(*x - ®o), 

l/o+ t{yi,y 0 ))dt = -乂 乂 ^F(a：o + «(xi - a: 0 ), 

Vo + «( l/i - Vo)ds = — j dt J [(ix - xq ) 2 F x 2 

+^( x i - xo)(yi - yo ) F xy + (yx - y 0 ) 2 F y a ] ds , 

由⑷可知 

^(*Oil/o) - F(xi, yi) < M[(xi -xo ) 2 
+ (Vi - yo) 2 ) dt j 。 ds 
A / 

=y[(*i - x 0 ) 2 + (yi - y 0 ) 2 ]. (10) 

2) 再用（根据⑺） 

F ( X 2 , V 2 ) - F ( xi , yi ) = f + t , 

+2 ( 菪) 

- [⑵: 

剑 ⑵: +(!):]. 

3) 从⑻式推得 

+ fl h + ( S ) l ,1 ' ,,1+ ( w ) I ti ] l ^) r ° 

我们把 

^( 11 + (^) tuVl+ (^)/ 1 )' Fl(a：1,J/l) 


(ll) 


(12) 



, Vi ) 



(14) 




f l d 


■^l F x(xo + t(xi - Xo), yo + t{yi - yo))dt 


( 笔 ) =/ ^F w (*o + t(xt -xo),yo + t(y- yo))dt, 

( f -), (I1 -妳 ) + (菪) 户 1 -»»)-/ 


0,( 盖) , F *- + ( f ), 叫 dt ， 

(13) 

)>m: 

:芸): +( f ): 卜 


= r >«) ，- 

及 

Fv ( xi+ (^\ tum+ (^； 
O 本 +( 篕)’“ 1 "* 

代入 （12) 可知 

-/:mx 

由⑷可知 


即得 


4) 由⑶可知 

= Fx{x\,yi) - F x (xo,yo) 
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并推出 
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+ 2 (Xi — xo)(yi - ya)F xy + (yi — yQ) 2 F y 2\dt 
由于 + 2^T)F xy + v 2 F y , 是定负的，所以 

I ( 装) 1 {x ~ xo)+ {W) 1 {yi ~ yo) \ = l ]{xi ~ x ° )2p ^ 

+ 2(ii — a ： o)(yi — yo)Fxy + (j/i — yo) 2 F y ^\dt 

> m[(xi - Xo) 2 + (yi - y 0 ) 2 ]- (15) 


利用 Schwarz 不等式得到 
m[(si - xo) 3 + (yi - wo) 3 ] < 

于是 


[⑵ 


®o) a + (yi - wo) 2 ]*. 


爪如 -ar 。) 2 + ( yi - yo) 2 K ( 篕 ) 
综合 1)，2), 3) 及 4) 的结果,可知 


(16) 


F(x 2 ,y 2 ) - F(x ltyi ) ： 
F(x 0 ,y 0 ) - F(xi,yi) s 


l mt ? .( 芸), + ( f ),. 

- io ) 2 + (yi - yo) 2 j 



fdF\ 

\fdF \ 2 

m 






' M 3 (xi - x 0 ) 3 + (yi - l/o) 2 
m 3 

aP ' 


-S ) 3 


(17) 


也就是 

Zo ~ Z 2 , 

Zo- Zl ' 

这个结果值得注意的地 方是： 右边与 Zf 无关，也就是从任一点开始，做一次后，与 
制髙点的商程差缩小1 - 倍 ，如果做了 i 次 ，则髙程差与原来的高程差的比 

例是 


取 i 使 


('姻. 

he ) 1 、< hG ) r , 
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log- 


-© 


也就是 Z 的数量级等于 logi. 

在一条直线上做黄金分割法的数量级也是 logi, 而每找一陡升方向需要做二 
个试验，因此总共的试验次数的数量级是 



这方法可以推广到 s 个因素，而由于每找一次陡升方向需做 s 个试验，所以总 
的试验次数的数量级仍是 

(O' 

最陡上升法形式上与第一章所讲的旋升法有所不同，实质上是一样的.旋升法的要 
点是先求一条直线 h 上 F ( x , y ) 的最大值,取这最大值的点 (x 1>yi ) 就是这直线与 
某等高线的切点，陡升方向就是法线方向，也就是在 (x liyi ) 点找过这点的等高线 
的法线方向，因而原则上并无不同. 

旋升法不但易行，而且不必要用差分逼近微分，不必要每次做二个试验来确定 
陡升方向. 


渐近陡升法 

在上节所讨论的最陡上升法中，如果函数 F{x,y) 的表达式已知，二个偏导数 
笔，篆 可以通过计算直接得到.但在实际应用时，对所求的目标函数绝大部分是 

连续函数的形式，是不知道的.因此，要求出在一点的陡升方向也只有用做试验的 
办法,一般可以这 样做： 在点 (x,y) 附近，沿坐标轴的方向各找一点 Or + Lj/) 和 
{x,y + S 2 ), 在这二点做试验，并计算出 

f(x + Si,y) - f{x,y) 和 f{x,y + S2)- f(x,y) 

61 82 

当 5 i ,<5 2 取得适当小时，它们便给出点 {x,y) 处的两个偏导数的（近似）值. 

把这个方法过渡到一般的情况，便是渐渐陡升法了. 

保持本章开始时述要部分所用的记号. 
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我们现在每次沿最陡的方向上升距离为 e 的一步，也就是取 < 使 


xi + 




, x n + 




与（町,…， : c „) 的距离等于 


(<> 0 ) 



取 s 小到可以分辨的情况，则得渐近陡升法，这就是在山坡上，每次向最陡的方向 
走上长度为 e 的一步，这个办法虽然不如前法快一 一步跨到山脊 -— 但是对 
于不能跳跃做试验的情况比较合适. 

一般讲来,我们可以取合适的单位使 

Si = 62 = ■ • ■ = S n , 


并且不妨假定 A = e , 也就是用 

〜丄 _ - 

yf (z[ 1J - zi) 2 H -+ (z{ n) - zi ) 2 

(i = 1,2,… ， n) 

来代替原来的 ( n , i 2 , ••- , a ： n ). 


二次模拟 

在§1中我们找到收敛因子 

d ). 

在统计学中，我们经常（不太令人放心地）假定数学模型是二次的.下面将证明，如 
果真是二次的，收敛因子还可以有所改进，这说明在靠近最优点时，也就是用 Taylor 
级数的二次及二次以下的项来逼近时，实际上收敛速度要比§1所讲的要快得多. 

也就是我们检査最陡上升法用在以下特例上的收敛 情况： 

F(xi , …，= c + 2 E biXi - ^2 (HjXiXj, 
i=i ij=i 

这儿叫 = %， ( Oij ) 是定正的对称方阵，它的特征根 
0 < Ai < A 2 < • • ■ ^ A n . 
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经过刚体运动，以及在 F 上减一常数，我们可以不失普遍性地考虑以下的特 
例： n 

- - - , a : n ) = 

i=l 

它的最大值是 0, 在 a：i = … = a: n = 0 处取. 

从一定点(4 0) , ••- ,^ 0) )出发,在这点的陡升方向是 

(-2A ia 4 0) ， …，- 2\nx^). 


研究 


m = Q ( x ^ - 2 \ lX ^ t , 2X n x ^ t ) 


的最大值，由于 

/ ⑷= -g X4 0)2 (l _ 2A„«) 2 = ~fl A «A(°) 2 

+ ^t± Xlx^-At^± Xlx^ = -±X v x\ 

W =1 U =1 1)=1 

/ " \ 2 

E« )2 


E 奴 0)2 


所以，当 


时，即当 


时，取最大值 


x < 1 >= x <°)- A „ x (») 


- E « )2 ( 2t _ 

E44 0 ) 2 
" 2EW 2 


E 况 1 

E a 2^ 0) 7 


E«) 2 


糾 ” ，…， ai 1 )) =/(<)• = -J2 ^v4 0)2 

v=l 

( t^rY 


E« )2 
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现在利用不等式（其证明在下节） 

得 


q (4 0) ，.-.，#) 


( e «> 2 ) 2 

X ： A„xrgA^(° ,J 


1 

( An — Ai \ 2 

Va ^+ aT / ' 


回到一般的形式, A „ 就是 M , Ai 就是 m , 因此收敛因子是 

/ M — m\ 2 
\Af + m/ 

由于下节末段所指出的论点，这因子是不能再改进的.这结果指出§1的收敛 
因子是有改进的可能性的，如果能找到一个结果连偏微商的差分逼近的误差也包括 
在内，那就更好. 


反向 Schwarz 不等式 


现在证明上节的不 等式： 如果 


0 < Ai ^ A2 ^ ^ A„, Oi ^ 0, 


i=l i=l * 

证： 此不等式的左边是 \ 的函数 




/(A.) =p + q^i + — (p > 0, g > 0, r > 0), 
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其二阶微商大于零，因此在 Ax < Aj < A n 中不可能有最大值.仅当 \ \或 

时，它才能最大,也就是 


i=l »=1 At \ i=l j=m+l J y 1 t=l n j=m+l ) 



当且仅当 
及 

时取等号. 


5Z a i= Z! a i 

i=sl j=m+l 


收敛因子的进一步改进 


在§1中我们粗略地估计出了 


Zo — Z\ 


0 3 . 


( 1 ) 


而在§2中，我们对二次目标函数证 明了： 收敛因子 l -( m / M ) 3 可以改进为 • 
在本节中我们将对一般的目标函数证明与二次目标函数相同的结果. 

考虑 

Z = f(x), ( 2 ) 


这里 Z = (^2, …， A ). 假设/⑷具有三阶连续偏微商，且是一个一致的凹函数 
(在一维和二维时，即以前讲的“向上凸”函数). 


引进 记号: 


0(X) = v/(x) = 



•’ 是 ) 


⑶ 
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称为 f 在点 x 处的梯度. 

一、 )=( 鬻 )— ⑷ 

称为/在点 I 的二阶微分矩阵，又称 Hessian 阵. 

最陡上升法是从一点 , x [ v) ) 出发沿着梯度方向作直线 

x = + tg v (t ^ 0) (5) 

{ g v = 用单变数法求出 /(： r ) 在这直线上的最大值.假定在《 = 时取此 

值，令 

3 ； («+1) _ x (v) + t v g v . ⑹ 

然后从出发重复上面的步骤迭代进行. 

用§1同样的方法,可以估出 

/(* (w) )-/(* (0) ) = /%(*⑼ + <( x (u) - ® (0) ))( x (w) - x^)'dt 

Jo 

= j 。 b (* (0) + ⑻一 a ： ⑼ )） 一 g ( x ^))( x ^ - x^)'dt 

=J: dt 乂 C (* (0) - : c (0> )H(：c ⑼ + 办⑼-:⑼))… ⑷- x ⑼ yds 
= J: dt J: (xx^)(H v + o(|xW-sW ⑴…） 

- x^Yds = - ® (0> W: (V> - :⑼)’ 

+ o (|® M - a : ⑼ I 3 ). (7) 

这里札 = 孖 OcW )，#) 是 Z = /⑷取最大值的点，故有 5 ( a ： W )=0. 同样可得 

g v = J \ x ^ v) - i (0) ) ff ( x (0 > + «( ar ⑻- x^ 0) ))dt 
= ( x (w) - * (0 >) if „ + o (| x ( v) - : (0) | 2 ). 


所以 

因此 


x («) — x (0) = g v H~^ + o(|x (v) - a : ⑼ I 2 ), 

/(#>)_ 办⑼ )= \g v H^g' v + o(|xW - re ⑼ I 3 ). 


⑻ 


⑼ 
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又有 




9{x (v) + tg v )g' v dt 
= J dt g v H(x l - v ^ + sg v )g' v da 
=J q dt J t 9v[H v + oi\g v \)]^ v da 
= \i 2 v9vH v g' v + o(| 办 I 3 ). 


由于 /( 〆 *)+ 如）在 f = «„ 取极值,所以 


即 

代入（10)，得 


0= ^/(* (v) + tg v )\t =tm = g(x M + t v g v )g' v 
= b « + tv 9 vffv + o (|9„| 2 ) K ， 

u = _^ ik +oM . 


/(* ⑻）- /(* (v+1> )= 


综合⑼和 (13), 

/(® ⑼）- /(® (v+1) ) 
/(*(。)）-/(0；⑻） = 


1 | gvl 4 
2 g v H v g' v 


o(ISv| 3 )- 


= ,_ | gv | 4 / g « gyg (,+ o (| gt ,| 3 ) 

9vHv l 9v + o(||x ⑻- ®( 0 )||) 

, \9v\ 4 

~ (9vH^g' v )(g v H v g' v ) 

根据假定， / Or ) 是一致凹的，所以札定负，记其特征根为 - M , - A 3i - 
Ai ^ A 2 < - < A 4 ). 则有正交变换矩阵 Q , 使 

f -Ai ' 


QH V Q ' = 


记 Ou = 9 vQ , (14) 式变为 

/ ㈣ -肿+”） 

/( xW ) - f ( xM )" 


— 入2 0 
—入 a 

M 4 


S A fc a S- fc E^-<fc 


(10) 

(11) 

( 12 ) 
(13) 


(14) 
— A ,, (0 < 


+ o(lffvl)- 
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略去无穷小顶，并应用反向 Schwarz 不等式得 

/ Qr ( 0 )) _ / Qc _) 4 = ( X a -Xr 

/( x (°))-/( x (»)) " + _ 、 Aa + Al 

于是我们得出 
定理若 f ( x ) € c 3 , 且有 


- Mgg ' < gH { x ) g ' < - mgg ', 
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切块法 

述 要 


我们的目的是要在区域办中找出函数 


2 = f(x, y) 


的最大值，在办中取—点 Po ( a ： o ， yo ), 在 ( xo , Vo ) 及其邻近两点 ( xo + ft , yo)i (* o.yo + 
k ) 作试验，得 f ( xo , yo ), /(so + h , yo ), f ( xo,yo + k ) 的数值,这里 /», fc 以小为好，但 
又要使诸/值可以分辨.作 

p ， o . / q+ f(Xo + h,yo)- f(x 0 ,yo ) 卯 + f(x 0 ,yo + k)-f(x 0 ,yo)\ 


过 po 作垂直于 Po , p ' o 联线的垂线 k 这垂线分 Ac 为两部分，丢掉不含有说的部 
分，留下的部分用扎表示，再在其中取一点 pa , -- • 

这方法的道理是显然的，因为分割是沿通过 Po 的等高线的切线，且留下部分 
包括升高方向的一边.问题在于怎样选 po ? 我们有下面几个建议. 

第一个建 议是： 取 Po 为 /2 o 的重心，以下将证明，这一方法是有保证的.下文 
将证明，通过重心的任一直线把凸域分为两份，其面积的比在4/5及5/4之间，因 
此，每次留下的部分的面积不大于原面积的5/9,做 n 次后，留下的部分不大于原 
面积乘 (5/9)", 因而 n 充分大时,这方法保证是可以无限精密的. 

第二个建 议是： 取余下的部分中的法线的中点 Pl , 作为下一次试验的 po , 这方 
法简单易行，但还没有数学保证，以下的附记可供参考.如果 Pi 做出来的实验比 p 0 
小得多，可以不必在 Pl 附近再做试验，而在 Pi , po 的联线的中点 p 2 做试验_如果 
还小得多，可以在 P2 , Po 的中点 p 3 做试验，等等，得到和 Po 所做出的差不多好或 
更好些的点 P *, 再在 P * 用上面的方法,这样可以加强这个方法的可靠性. 

第三个方法.假设我们所研究的对象是多边形，其顶点各为(而 ，讲 )(i = 1,2•…， 


I ),我们可以用 


Q(*i + ••• + xi), |(yi + ••• + yi)) 

作为下一个试点.但通过这个点的直线，并没有分图形为两部其比例有上下限的性 


质. 

当推广到 s 个变数时，找重心也并不容易，但本章的方法并不是没有实用价值 
的，而理论方面还有探入探讨的必要. 
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一个几何不等式（二维） 

定理通过一凸区域的重心的任意直线把凸域一分为二，其面积之比不小于 
4/5,不大于 5/4. 

为了替髙维作准备，我们在讲几何直观证明的同时，还讲易于推广的解析形式. 
凸域的定 义是： 如果两点 ( xi . j / t ), ( x 2 , y 2 ) 在 D 内，则这两点间的直线段也 
在其中，即它含有 


x - xi + t { x 2 - xi ), y = yi + t { y 2 - yi ) 


区域 D 的面积等于 


其重心的坐标是 


(0 < t < 1). 
A = jj dxdy , 




( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


⑷ 



⑹ 



切块法 


• 221 . 


a : 轴分 D 为两部分，轴上的用£>+表示,轴下的用 D - 表示，并用|£)|表示 D 的 
面积，则定理的结论就是 


会卜 t ， //^ //也办 

D+ D- 


而定理的假定就是 （5) 式，也就是 


IJ vdxdy= ~JJ 

D+ D~ 


ydxdy. 


这就是说如果上半块对 o : 轴的力矩等于下半块 
对 x 轴的力矩时,我们有不等式 （6). 不等式 (6) 
的 D +， 可颠倒，因而得到与定理等价的结 
论. 

证明分三步 进行： 

1) 对称化,也就是在保持面积和力矩不变的 
情况下，我们可以把 Z ? 改变成为对称于 y 轴的 
形式，几何直观来 说是： 把每条平行于 rr 轴的， 
两端在 D 的边界上的线段,水平移动,使其中点 
在 V 轴上,这样移动后所得出的 D ' 对于 y 轴对 
称，而且面积与力矩都不变. 


⑹ 


⑺ 



图46 


解析表示又怎样呢？我们看到，当 y 固定时, a : 的积分范围是 
<pi(y) < <P2{y), 


以及 


J ! dxdy = 


•Q rf^(v) 
dy I dx = 
I Jvi(.v) 


(<P2{y) - fi(y))dy 


ri /•i(» , a(v)-vi(y) 
=dy dx, 


r r ri /*|(»>a(»)-Vi(»)) 

/ / ydxdy= I ydy / dx, 


也就是我们的区域 D 变为 
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< a :彡臺(¥»2(1/)-沪1(!/))_ 

现在要证明 Z)' 也是凸的，也就是如果 (x 1)yi ), {X2,y 2 ) 属于则 
x = xi+ t(x2 - a：i), y = yi+ t{y2 - yi) (0 < i 彡 1) 
也属于 ZT. 后一式是显然的.由于 

一 ^Mvi) - v^(yi)) < ^Myi) - <pi{yi)), 

— ^(<P2(V2) - <p\(v2)) ^(<P2(ya) - vi(y2 ))， 

可知 

- ^[(1 - *)(<ps(vi) - ¥>l(Vl)) + t(<P2(V2) - V>l(V2))] 

^ ^[(i ~ — <Pi(yi) + t(>p 2 (V 2 ) - <Pi(y2))]- 

因为 z? 是凸的，所以 


(1 - t)f 2 {yi) + ixp 2 {V2) ^ 仍 (y)(l - t)<pi{yi) + tv?i(w) > <Pi{v)- 


由此推出 (x,y) 也属于 2X 

因此,并不失去普遍性，我们可以假定 D&My 轴对称的. 

2) 拉直. a; 轴交 D 的边界于 _P, Q 二点，在 y 轴上找一点 ft 作等腰三角形使 
其力矩等于！>+的力矩.我们证明三角形 PQR 的面积不大于 i?+ 的面积，也就是 



JJ ydxdy 
APQR 


推出 


JJ dxdy ^ J J dxdy. 

D+ 厶 


三角形的高交 D+ 的边界于 y = y 0 , 在三角形内而不在 D+ 的点的 y > y 0 , 在 D+ 
不在三角形内的点的 y <：yo, 即得所证. 
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再把 ZiP 和 flQ 分别延长到 P '， Q '， 使得 P ' Q ' 平行于 i ： 轴，使梯形 PP ' Q'Q 
的力矩等于的力矩，同样可推得 
梯形 PP ' Q ' Q 的面积> IT 的面积， 

因此 

| Z? + I \ APQP \ 

\ d -\^ 梯形 ppvq ’ 

由于力矩相等， ^. P ' Q ' R 的重心仍在: c 轴上. 

因此，只需证明 

3) 等腰三角形过重心平行底边的直线分三角形为两部分 


\^PQR\ =4 
\^mPP'Q'Q\ = 5 

由于 R 到重心的距离等于髙的2/3,因此三角形 PQR 的面积是的 
面积的4/9,即得所证. 

以下就依这三个步骤，把切块法推广到 s 个变数的情况. 

S 维锥形的体积与重心 

s 维锥形的底盘是在 x „ = 0 的超平面上,半径为 r 的 s - 1维球 


xf + • • • + x^-i < r 2 , 
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因此，重心的坐标是 

i I = i2 = ....f,. 1 = o, *. = ^. 

过重心平行于 x . = 0 的超平面把 S 维锥分为两部分，其一是高为原髙的1 - 
+倍，即依顶点缩小土 的 圈锥，它是原細锥体糊 

(jii) 

倍， 因此圆锥被过重心的平面 x ，= -^ 分为两部分,其体积之比是 
s 4- 1 
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(iTl) s) 

这相当于上节的第三步. 

对称化 


我们假定 s 维凸体 D 被过重心的超平面 


x . 


0 


分为两部分，上、下半部各以 D +, 表之，则问题变为在 


J J ' • - 此， = -j … j x,dxi - • - dx„ 


( 1 ) 


的条件下，求比例 


j … j dxi … dx t j j" … j dx 、 … dx ， 


⑵ 


的上下界的问题. 

先用对称化的方法，不妨假定 D 是旋转体，再 
由“拉直”法来得出我们的结论. 

为叙述简单，我们假定 s = 3,将 ( x lt x 2 , x 3 ) 写为 

(*. y, x). 

依 arz 平面对称化，一垂 直于: w 平面的直线交凸 
体于二点 p ， g , 把这线段的中点移到 u 平面上，则 
得出另一体仍，2^的 Dt，Dr 的体积和力矩仍 
然相等，即 



III zdzdxdy 
D+ 


III zdzdxdy , 
Dt 


III zdzdxdy 
D- 


Jj J zdzdxdy , 
Of 
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///一少 


dzdxdy . 


这一点的证明是很容易的，因为当： c ,2 定了，1/的积分范围是 


(3) 


彡 y < ip ( x , z ), J j j f [ z)dzdxdy = JJ f ( z、dzdx j dy . 


因而可用类似于 §2 的方法证得 （3) 式，并且同样方法证明也是凸的， 

实际上，以上的方法可以用任何一个过^轴的平面来代替,这样我们得出一系 
列的凸域，这些凸域的极限是一个绕 2 轴的旋转体，为了证明这一点，我们讲得更 
具 体些. 



图31 图52 


先固定一个截凸体得一平面凸域 fi a , 凡的周界距原点最远、最近的 
距离分别为 C 与 C ", 点在 P 与从原点作直线垂直于 P ', P 的联线，依这条 
直线对称化，得出来的图形长径一定比 c •小，短径一定比 C ' 大（注意，由于等腰三 
角形顶点到底边上一点的联线一定比腰长短，到底边延线上一点的联线一定比腰长 
长,因此对称化总是把 C 缩小，把 C 增大). 

由于得出一联串的 C 是递降的数列，因而有一极限 Cb , —联串的 C ' 是通增的 
数列，因而有一极限如果¥ CS , 则以上的方法还是可以做下去，因此所得 
的极限是一个圆. 

已经成为圆的对称化也还是它自己，再检査任意 a , 这做法可使任意2 a 的 
截体都是圆. 

但需要声明一下，一系列凸体的极限还是凸体，因而证 明了： 存在着一个绕 z 
轴的旋转体，适合 （3) 式. 
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对一凸旋转体 来说 ： z = a 所截得的圆的半径是 p ( a ), 面积是 7 r ^( a ) = A ( a ), 

因此 

VM a ) = 

是一个凸函数，也就是有不等式 

(1 - l 9) p ( a ) + i 9 p (6) < p((l - t 9 )a + tf 6), 0 < < 1. 

对 s 维来说， x a = a 所截下来的 a - 1 维体积以 V ( a ) 表之，则有不等式 

(0 < t9 < 1) 

这是有名的 Brun-Minkowski 不等式（见 Minkowski Geometrieder Zahlen , 数的几 
何) • 

另一个 办法： 先证明了这个不等式，然后以 a 为中心,作一体积为 V ⑷的 S -1 
维球•当 a 依 Z 轴移动，则得出一个凸旋转体，而凸旋转体适合于上节公式 （3) 所 
示的关系. 


拉 直 


主要定理通过 . s 维凸体 D 的重心的超平面把凸体分为两部分，其体积之比 
为 M, 



事到如今，这个定理的证明就不难了.由前已知，只要假定这个 s 维凸体是重 
心在平行于底的超平面: r 8 = 0上的绕轴的旋转体，作一个以心= 0交£>的 
s -1 维球为底的 s 维锥体，它的高/ I 使这个锥体的力矩等于 D + 的力矩.设这个 
锥体交 £) 于％ = Z ， 由于 Z3 外锥内的点适合于％ > i, 而锥外 D+ 内的点适合于 
x a < l 因而锥体的体积不大于的体积，把锥延展到下半空间，使“台”体的力 
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矩等于 D + 的力矩，同法证明“台”体的体积不小于的体积，因而 


即得所证. 


体积 < 锥体积 
体积 〆 “台”体积 


暑 


说 明 


1) 这个方法有很大的优越性，每次留下的部分不大于上次的 


(iTl) 


倍，由于 

所以留下的不大于上次的 


(点） ： 


倍,这个数与 S 无关,而每次要做 S + 1 个试验，因而如果要求使留下的体积是原来 

的1，那末试验次数的数量级是 

m 

slogm, 

即使用体积是长度的 S 方计算，也只要 


s 2 log m 

数量级的次数计算就够了，这也就是一维的 s 2 倍. 

2) 这方法有两个缺点，一个是用差分 

f(xi+h,X2, - - ，工 n) ~ f(.Xi,X 2 , - - ,X n ) 

代替微商，“小数除小数”，这是计算数学中忌讳的，必须小心在意. 

另一方面除 S = 2外，重心的计算很复杂.关于这一点可以求助于电子计算机, 
通过求积分的近代方法，问题可以化为球面上求积分来解决. 

3) 问题的实 质是： 凸体 D 中找一点 P , 过这点作一 S - 1维平面 7 T ， 把分为 
两部分 D +{ ir , p ), D ~{ ir , P ), 其体积各为 V +{^, P ), V ~( n , P ). 
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找 P 点使 


V + ( tt , P ) 

m ^v^p) 


最小. 

这个尸点是什么？是一个值得研究的问题 
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二次迴归法评介 

述 要 

以下介绍一个较简单，较粗糙的方法，虽然如此，但比一般利用统计学上二次 
迴归求最大值的方法还可能好些. 

方 法是： 作两条平行线 L i 2 , 在这两条线上用单因素优选法各找出一取最大 
值的点 P ,, P 2 l 通过这两点作一直线 m ， 在 m 上取最大值的点 Q , 就作为优选点了, 
所取的值就作为我们所要找的最大值. 



这方法的局限性很大，但还是有些启发. 

背 景 

正是从捕球的等高线图形一 一族以制高点为中心的同心椭圆启发出了这个 
方法.它的基 础是： 两个同心椭圆的两条平行切线的切点联线一定通过中心. 

其证 明是： 假定中心在原点，两个椭圆各为 


ax 2 + 2 bxy + cy 2 = A , 
ax 2 + 2 bxy + cy 2 = / j ., 


这里 


oc — 6 2 一 0_ 


他们在 ( xi , yi ), ( x 2 , 1 / 2 ) 的切线各为 


(axi + byi)x + (bxi + cyi)y = A , 
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(aa；2 + 6j/2)x + (6 x 2 + cy2)y = /i. 
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如果他们平行，则 

axi + bvi _ bxi + cj/i 
ax2 + by 2 bx 2 + cy 2 ' 

即 

( ac ~ *> 2 )( a ： iy2 - x 2 yi ) = 0. 

由于 oc - b 2 ^ 0,所以 

Xl^ _X2 
Vi ~ Vi' 

也就是 { xx , y x ), ( x 2 , y 2 ), ( 0 , 0 ) 在一直线上. 

本章开始所讲的方法，实质上 是：朽，朽 是两个依中心放大的椭圆的切线的切 
点（并不排斥两个椭圆重合的情况)，因而他们的联线通过中心 . 中心既是这联线上 
取最大值的点，也同时就是制高点了. 

这些结果还可适当推广到稍为广一些的函数类.假定 
⑴ ^ 1 
是一凸域，并且适合 

〈2〉 f ( xt , yt ) = tPf ( x , y ). 

上面例中的同心椭圆族属于这类函数，又例如 


f ( x , y )= vi*l a + lyl Q (a > !)• 

满足上述条件〈1>及 <2》的 z = f ( x , y ), 等高线由 
f { x , y ) = X 

所形成，这是一批以原点为中心的凸曲线.从中心出发的某一方向 
x = t cos i / = t sin 1 ? 

上的一点 t = to 处，曲线 

f ( x , y ) = Ao 

( A 。= tS /( cosfl , sinl ?)) 的切线斜率是 


S' 


0 ’ 



9/ W - 拥一办 
V 9/ I 洲 
II + 
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- ain 0 ~f (cos 0, sin 0)] / [psin Of {cos 6, sin 9) 


+ cos 0 ^/(cos 0, sin ®)]. 


这是与 t 无关的，也就是在这一方向的任何一点上等髙线的切线都是平行的，这是 
上面讨论的一个推广. 


二次迴归 

这个方法的限制性是极大的,但与统计学上二次迴归的方法比较,并不见得差. 
下面介绍一下统计学上的二次迴归. 

我们预先假定所考虑的问题合乎二次模型,也就是假定 “ Z & x ， y 的二次式”， 
即 

= A ( x - I *) 2 + 2 B ( x - x*)(y - y m ) 

+ C(y-y*) 2 (1) 

x *, y \ z *, A , B , C 是六个待定常数.如果我们在六个点上作了试验，得出六组 
Xi > yi , Zi(i = 1,2,- - 1 6),六个待定常数就可以确定 • 

统计学者把试验中可能有误差的因素也考虑进去，他们试验 m 次，在（叫，讲） 
处试 验出為 (1 < i < m) 来,然后求 i4, B, C, s*, y*, z*, 使误差平方和 

步 = -**- A( Xi -x*) 2 - 2B(xi - **)(W _ * T ) - C( W - V *) 2 ] 2 


最小. 

由 （1) 可知，如果 4 < 0,且 AC < 5 2 , 则显而易见在 a : = ：!；•, y = y •处, z 取 
最大值 

这个方法的计算比较麻烦，而且一开始就来了一个限制很强的数学模型 （1) 这 
—假定. 

这模型的等髙线是以 ( x \ y -) 为相似中心的椭圆族，反之，等髙线有相似補圆 
族性质的曲面不一定是 （1) 的形式，因而,本章所研究的方法虽然特殊，但比二次迴 
归还较一般些. 

预定数学模型是二次的，这的确是一个极为大胆的设想，它很少可能符合客观 
事实的，但是当接近最优解时，也就是 x - x \ y - y ' 充分小时,我们略去高次项，不 
妨就用 x - x \ y - y - 的二次式来代替 a 而这正是难以辨别好坏的时候. 
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S 个因素的问题 


先讨论三个因素的 情形： 

开始取二个平行平面，在其中一个平面町用上面的方法，求三条直线上的最 
大值，得出在这平面上取最大值的点.在另一个平面 7 T 2 就不需做三条直线上的优 
选法了，因为前一平面已定出了二个共轭方向4与 L 我们在平面 7 T 2 上取一条平 
行于 G 的直线 t 在其上优选的最好点朽，过 G 作平行于 Z 3 的直线&在其上优 
选得最好点巧，则巧便是平面 7 T 2 上的最好点了.再在连结巧与巧上最 好点朽 
的直线上优选，便得出所求的最好点尸0来. 

因而三个因素时，总共做了 3 + 2 + 1 = 6批单因素的优选试验，然后得出最大 
值. 

我们很容易用归纳法证明， S 个因素需要做 


s(s + 1 ) 


批单因素的试验. 

如果单因素的试验用黄金分割法去做，次数的数1：级仍然是 logi , 现在只是前 
面加上一个的因子. 
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讨 论 


虽然屡次指出了这方法的局限性，但这个方法本身还是有所启发的. 
首先，因子 2 a - 1实在太大，我们可以考虑以下的方法： 

从—点 ( ii . I / O 出发，联系切块法的思想，作一最陡上升的方向 


(*i H 


f(xi +^,yi)-f{xi,yi) t /(xi.yi + A:) - 
h ’ k 


- ；• 


垂直这个方向作一直线在 Z 2 上行单因素优选，得一点 ( x 2) y 2 ), 再在 ( x 1)yi ), 
( x 2 , y 2 ) 的联线上找最优点兄 



图 56 m 57 


这方法推广到 s 个因素，只要 s 个单因素优选法就行了. 


其次,我们并不拿作为最后数据，而作为再一次的开始，用这办法来逐步逼 
近最优解. 


其三，改变迴旋上升法. 



图 58 


在一直线^上找到一最优点 A ，通 
a Pi 作垂线 l 在这垂线上用单因素法 
找到另一点朽， 过朽作 z 2 的垂法 z 3 , 在 
/ 3 上又找到点尸 3 ,接下去，不作的垂线 
了，由于 A , 巧是两等高线的平行切线的 
切点，因而联 A ， 巧，在这直线 z 4 上找最 
优点过尸4作的垂线 G 等等. 


从多因素优选法可以看出，随着维数 S 的增加试验次数很快地增加，所以我们 
切不要因素愈多愈好而轻易地增加变量，而应当抓住主要矛盾，先集中少数几个因 
素来做试验.这种突出主要矛盾的方法可以大大减少工作量.当主要矛盾解决之 


后，另一个矛盾上升为主要矛盾时，我们再用同样的方法处理. 
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述 要 

单因素抛物线法是利用三点的数据作出一抛物线，以达到此物线最大值的点作 
为新的试点，这方法所需次数的数量级是 



把抛物线法的想法推广到多因素，便得出抛物体法. 

以二个因素为例，根据在巧(而，识)(£ = 1,2，...，6)点上的试验结果，可以确定 
一抛物面 

2 = F(x, y) = ax 1 - bxy + q / 2 + dx + ey + f. 

求出此抛物面的顶点 然后在 作试验，与/ > 2,尸 3 ,/ ? 4 ,巧,戶6的结 
果一起又可构成新的抛物面，….这样不断叠代. 

我们将证明，当满足一定的条件时，这方法收敛速度是相当快的.在 S 个因素 
的情形下所需次数的数量级仅为 


s 2 log log 备 . 


矩阵符号 


为了便于讲述本章的方法，我们引用矩阵符号，以4 表 i 行 m 列的 

矩阵: 

A = = ( oij ) (1) 

向量 * = (a ： i,X2,---,x n ) 可以看成为一行 n 列的矩阵我们常用 W 表示由 
A 经过行列互换所得的矩阵，它是 m 行 Z 列的. 

定义我们称 

WM = E E 1^1 (2) 

为矩阵2的模.特别对于一个向量; T ， 我们用||甽表示它的各个分量绝对值之和. 
这样定义的模显然有以下的 性质： 


IIA + BKIMII+IIBII ； 


⑶ 
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_m_. ⑷ 

当然,这些式子,只当 A + S , 有定义时才有意义. 

引理 1 命 X = A = i 4(*. a )， 若 

II ^ IK «<1. (5) 

则 

||^(/-^)- 1 ||<l/(l-a)||A-||. (6) 

证明我们有 

X{I- A)" 1 = X{I + A + A 2 + ■■■), 

由⑶及⑷可知 

Pf(/-A)- 1 || < ||Xl| + ||> ： A|| + ||XA a |H--- ^ ||X||(l+a+a 2 + •••) = l/(l-a)||X||. 

方法的背景 

我们的问题 是：求 S 个变数 xr=( Xl ,x 2 , ■■- ,*.) 的函数 #(*) 的最大值 • 

在 i(a + l)(« + 2) 个点 

z ⑼， (1) 

x (0) + T)ei (l$i 彡《)， 
s ⑼ + »?(ei + ej) (1 < t < j < s) 

上各做一次试验，此处 

e » = (0, - • - , 0. 1，0, .. • ，0)， 
i-l 个 

得出 ^( s + 1)(5 +2) 个 数据： 

¥>(« (0) ). V?(: (0) + 肿 ) ，9 (* (0) + V(«i + «i))- ( 2 ) 

我们现在找一个二次式 


ip(x) = a + 2bx' + xCx' , 


(3) 
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其中 a = a < 1 - 1 ),6 = b ^ a \ C = C ' = C <«' a ) 为一定负矩阵，使在⑴中各点上有 

少 ㈤ = ¥>(*) ⑷ 

成立，现在总共有 i( a + l)(a + 2) 个方程，由此可以定出 |(« + l)(s + 2) 个未知量 

a , b , C . 

令 

Aif(x) = i[/(x + rjei)- /(i)l, ⑻ 

则 

Ai<fi(x^) =Ai<p(x^) = i[ 26 (a : ⑼ + rjei)' - 26 (:c( 0 ))’ 

V 

+ + tfei)C(x^ + rjeiY — x^Cx^'] 



=26eJ + 2x^Ce[ + ne^Ce'^ 

⑹ 

及 

AiAj^(x^) = 2eiCe'j. 

⑺ 

由⑺得出 

C = \{A i AMx^)U i j il . 


由⑼得出 

(A, <p(* ⑼ ) ， … ， A 4 v»(i< 0) )) = 26 + 2® ⑼ C 
•^(△? 咖 (0) )， … ， A5v>(x (0) )) 


即得 

2fe = ^Aiv>(x (0) ) - ^»7 A^(i (0) ), ••- , 



A ， ¥>(i ( 0) ) - - 2x (0) C. 

⑼ 


再由于 C 7 是定负的，及 


V>(x) = o - bC^b' + (x + bC~ l )C{x + bC- 1 )', 


所以当 


xW = -bC- 1 
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时, 机X) 取最大值，因此 

re ⑴ = a: ⑼一⑼ ) M(a:( 0 )) 一 1 ， (10) 

这里 

F(a: ⑼ )= 卜屮 (3：( 0 )) - if?A^(a: (0) ), ••- , 

A ， ip ( x (0) ) - ⑼ ))， 

M(a: ⑼) =(A i A iV >(a： (0) ))i«,i<,. 

我们的方法是利用递归公式 

x^ v+l ^ = - V(x^)M(x {v) )~ l (11) 

来逐步逼近 <p(x) 的最大值，此处 

V(x^) =—(#))- , 

A ^( xW )-^ A ^( x ^)), (12) 

及 

MOrW ) = (△為 (13) 

假定这最大值在 z = f 处取，则 

■^;<p{x)\ x=x - = 0 (* = 1,2, ••- , s ). (14) 

为简单起见，以后把 ^<p(x ) 记作 

在证明这方法的有效性时，我们要用到下节两条定理. 

两条定理 

定理1如果 

iz \Vx iXjXk \^K, Yl |¥> x ? Ifc KiC , (15) 

i=l i=l 

||s(* +1 ) - *W|| < | 翊 1 卜 ” -ar^f + 2 V \\x^ - at(*)||)l|Af(a: ㈨) 售 (16) 


则 
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证由 （11) 式得 

(x (o+1) - a ： ⑻ ) M(x( u )) = 

因此得 


(® (u+1) - x^)M(x^) = V(z ( 卜 ”)- V(x^) + (x^ - a ： (»-i))M(x( t, - 1 )). (17) 

注意到 

/ ㈣ -/( x ⑷)=/ £/(: ⑻ + a(xM _ x H) )da 

= ^2( x l M) _ #) f fx k ( x(o) + a(® (M) - x^))da, (18) 

*=i J o 

及 

= 九 f Xt (x( v 、_ aeiT))da (19) 

(17) 式右边矢量的第 i 个分量是 


(△‘ — &△?) ( 咖 ( 卜 《) - 咖 ⑻ )) + E(4 U) - 

右 d 1 ) - 4 (t °){ (△< - \n A i) J o 办 “®…) + a(* (u_1> - a: ⑻ ))da 
_ △* 乂 内 〆®〜 -1 ) + a^e fc )da| 

S(4 W-1) - J 0 VW‘(* (U) + a(x (v - 1} - i( w )) + 0Ttei)dad0 

~ 2^ J 0 J 0 J 0 P*?*〆 3 ^**) + — i ⑻) + /3”ei + yqei)dad0dj 


~ J 0 J Q + 2rje k + 0rjei)dadp\ 


= '^2( x < k ~ 1) - ^)1 J Q J o [(1- a )( a ^ - 4 _1 )) - 01?4{]^***^,[3： (,,-1) 


+ aije/c + 0V e i+l((i — a)(a : ⑻一 — ar]ek)]dad/3dj 

~ lo L lo + a ( x(，，_1) ~ l(t，) ) + l 3 ^ + "yr/ei )dadl3dy'^, 
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由假定 ⑽，可知 

\\X^) - *(»)|| < H^+ 1 )-x^ II- |a-||x^ - x( u - 1 )|| 

So fa fo^ l ~ O ^ dad0dl + 11 ^ L L L adad0dl 

+ £ J : J : dad ^ d ^ WMix^W 

= |(|| x (-« -z ⑼ || 2 + 2n||z( u _ 1 > - a: ⑼ ||)||M(a ； (”>r 1 ||. 


这就是 （16) 式. 

定理 2 如果 


及 

则 


证命 


521 屮< 尺， 

i=l 

Kill ⑷ - x^ v ~ l) \\- ||M(a:( u - 1 ) r 1 || < oc v -i< 1 

M { x ^) - M ( a :( w -”）= ( py ), 
M (®^- x) ) _1 = (ftj )， 


( 20 ) 

( 21 ) 


Pij = A i A 3 ( v J ( xW )-^ (v - 1) )) 

= △為 / ^[x (v - 1] + «(* (v) - x^))^ 

= 亡 ( 4 W) - 4 W_1) ) △‘△厂 / fx k ^ v - 1) + Ct(x^ - x^-^da, 


||J- M(z^)M(i (,, - l) )- 1 |l < 亡亡 S IP*il • ‘I 

»=1 3=1 fc=l 

«±±±±^-^\ 
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■ J o lAiA^x. (: 卜 1 ) + a(x^ - x^))\da - 1^1 
^K\\x^-x^]\- ||M(x(«- 1 ))- 1 ||. (22) 


命 

I -= A . (23) 

则 

Mix ^)- 1 = (/ - ^)- 1 , 

由假定 （20) 及引理1得出本定理. 


有效性 


定理3 如果 


则 

证 


A ： ||:r ⑴一 a: ⑼ ||||M(a:( 0 ))- 1 || <q< 

(= 0.382 -•). 

|| x («-)_ x (v-i)|| > 2r, 1 

1) 由定理 1, 2 及 （25) 可知 


(24) 

(25) 

(26) 


现在用归纳法证明 

0< a „ < (27) 


由于/⑷==是$的递增函数 (0< x < l ), 所以对于不大于的 a ： 
可有 


=(^) 7 (^)^- 
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于是 （27) 得证. 

2) 由定理2,可知 

||Af W|| < 




:帅卜 1 ))， 

II 财 (* ( 0 ) r 1 ii. 


再用归纳法证明 （ 26) 式.当 v = 0,此式显然成立，由定理1， 
|| x (v+i) _ x (t>)|| < 尺 ||0 ：⑻ -a ： («-i)||2||M( ： E ⑻ n 


(28) 


<k ( 与 y ⑴一， 

.( 钟-。 (年厂 

， ( 1 >- ， ) 《 ( 年 )'《。. 

由于 


即得 (26) 式 

定理3说明，一旦找到一个初始值适合于条件 （24) 之后，我们这个方法进行得 
是非常迅速的，其收敛因子是 


(1(3 + 0—”)' 

第一个是主要的，第二个因子和黄金分割法差不多好，而且维数增加，试验次数只 
增加 s 2 倍，而不是 s 次方,如果取 
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时,就可以使 

|| x (奸 1)_:⑻ || < 咖(1)_ 3： ( 0 )| | 

注 意：在 

< 2 ” 

时,我们停止做下去,此时，我们己经尽可能地达到: c * 的渐近值了. 

附记也许有人提 出条件 （ 2 句不易验证.我们的建议先用其他方法做到相当 
程度后，再用此法，在用此法时，如果试验出的 Wajd )) 比 p (: c ⑼）大，则照样做下 
去.当 ^(® (1) ) 不比 y>(x<°>) 大时，可以与切块法同时考虑，因为在 a ： ⑼， a:( 0 ) + r ) k , 
x ° + V (li + lj ) 做了实验,可以来检査, a : (0) ，+ 个点）的上升方向，而另 
外 (a + 1) 个点 ，:^⑴， : c ⑼ +垧又有了 a + 1 个新方向，根据这些线索可以得出较小 
的区域， 但有一 点理论上是肯定的，充分多次之后，这方法便一帆风顺了. 

补充方法 

在多变数时，以下的简单方法也能起到好的作用.我们用叠代公式 
(1) =i< w ) -«(®< u ))M(x(°))- 1 , (v = 1,2,-) 

也就是 MOcW )- 1 并不变化, V { x ) 代以更简单的 

u = - - .«»),«» = Uj ( x ) = Aiy >( x ), (t = 1,2, " , s ). 

类似于前述，容易证明这时有 

|| x («+ i )_ a .( v )|| < A ： || a : ( v )_ a ; («- i )|| (||®W -,+ 釦 2 (( 2 (”, + !) . ||M ㈣ ， 

为了便于比较,我们略去了 ％又记 V 为制髙点. 

概括地说，抛物体法每次要做 

i( S + l)( S + 2) 

个实验来定出 

¥>(*0). <p(xo + rjli), ip(x 0 + rjli + 《 i O < s) 

的数据，而收敛情形是二次的，也不难证明 

||x(* ,+1 )-x*||<||xW-x*|| 2 , 


这就是说，收敛指数成倍地增长着. 
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补充方法是每次做 S + 1个实验来定出 

¥>(*), <fi(x + VU) (1 < < < s) 

的数据，但收敛情形是 

即收敛指数上升一阶. 
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问题的叙述 


如果 f { x , y ) 是一个有了表达式的函数，则求 

2 = /(®.y) 

的最大值的计算问题，和我们所讨论的问题一样，但“试验”己经可以更具体地理 
解为 “ 给了: r , y 的数值，通过计算得出2的数值由于近代电子计算机速度很快， 
因而多做些“试验”是完全可能的.如果计算一个2的数值需要一千次，在每秒十 
万次的计算机上只不过1/100秒的时间而己.但如果我们的: c , J / 各要求算四位，且 
对每一对 ( x , y ) 算一个 2 ,薄运算千次,然后比较出最大值，这样总共的计算次数就 
是 

10 4 x 10 4 x 10 3 = 10 11 ， 

即一千亿次,这样每秒十万次的电子计算机还要计算三百个工作小时，太多了！ 

如果变数多了，增长率更快，电子计算机虽快，但还是不能胜任. 

工作可考虑分两方面来进行，一方面搞电子计算机的往加快速度方面努力，使 
每秒钟的运算次数愈多愈好，愈可靠愈好，另一方面搞计算的，从减少计算次数方 
面努力，想方设法来减少计算次数. 

前面各章所介绍的优选法，实质上也就是求最大值（或最小值）的快速计算法. 
实际上不仅如此，很多计算问题，都可以化为极值问题来解决，而极值问题离散化 
后,就与本书所讲的方法有关了，因而优选法在计算数学上也有其重要性. 

例解超越联立方程 


f(x,y) = 0, g(,x,y)=0, 

可以化为求函数 

F{x,y) = f 2 +g 2 

的最小值的问题. 

所以，我们不能把优选法简单地理解为一个减少试验次数的方法.实际上，这 
个方法给计算数学也增添了内容. 
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黄金分割法的计算格式 


求方程， 


y = f ( x ) = o 

的解. 假定在 ( a , 6) 中仅有一解（或本法仅能找出其诸解之 一)， 计算步驟 如下： 

1) 写下 = = 0.6180339887; 

2) 编出计算 |/(a:)| 的 程序； 

3) 算出 

p = a + w{b — a), q^=b — w(b — a ); 

4) 依 2) 算出 |/( p )|，_|; 

5) 如果在合乎要求的精密度下 \ f { p )\ = 0,则停机并打出 p 的数值，同样处理 
1/(9)1； 

6) 如果不合于 5) 的情形，则比较|/(?) | 与_|的大小，如果 |/( p )| > _|， 
则取 ai = a，bi = p ; 如果 |/( p )| < /⑷，则取 ai = q , bi = 6; 

7) 如果 fei - oi 合乎要求,则停机打出01,6!^ |/( a x )|, 1/(601； 

.8) 不然，回到原来的程序，但以 auh 代替 a ， b . 

注意： 如果在 5) 停机，我们找到了近似解.如果在 7) 停机，而|/( 01 )|不是合 
乎要求地小，我们可以得出 结论： 不是问题在 ( aM 中无解，就是机器出了毛病. 
从|/、)|与|/(0»-!)|的大小,可以来纠正错误. 

如果 /(*) = 0不止一个解,但能估计出每个解所在的范围，用上法可找出所有 
的解. 


对开法 

对开法的程序也不复杂，我们可以用来解联立方程 
/( i , y ) = 0, g ( x , y ) =0. 

假定在 

a < x < 6, c < y < d 

的范围内有一个解. 

1) 用黄金分割法算出 

■F(a：’^(c + d)) = |/(a:j(c + d))| + |s (*> ^( c + d )) | > (a < x < 6) 
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的最小值 p , 在 a : =幻处取这值.如果在乎要求的精密度下 ， p = 0,则停机打出 

2) 同法算出在 G( a + 6)， j ^ 处 F Q(a + i ), y ) 取最小值如果 g 也合乎精 

密度且? = 0,则停机打出 |(a 十 6), y 1； 

3) 分四种情形 

当 p > a yi > |( c + d ) 时，取 

ai = a , 6 j = b , c \ = ^(c + d ), di = d ; 

当 P > 9,3 /i < |(c + d ) 时，取 

oi = a , 6 i = b , ci = c , di = $(c + d ); 

当 p < m > ^(a + 6) 时，取 

ai = ^(o + 6), h =6, ci = c , d \ = d \ 

当 p < g , a：i < + 6) 时，取 

oi = a , i>i = -(a + b ), ci = c , di = d ; 

4) 以 ai ,6 i , Ci,di 代替 a , b , c , d , 重新开始. 

附记讥 = |(c + d ) 时, p 不能大于丨因为在 y=|( C + d ) 上不可能取比 p 
更小的数值因而本法仅在 p = 9 ,xt = ^(a + 6),y 1 = i(c + d) 时失效，也就是无 
论横向或纵向， F ( x , y ) 都在 Q(a + ft),i(c + d )) 处取最小值，为了避免这一情况， 
我们在 2) 后 3) 前加上 一条： 

如果 p = g,zi = i(a + 6), j/i = ^(c + d ) 停机打出 a, b , c , d , p 等数值. 

这点可能就是解，因为^ ^ = 0与 f { x , y ) = 0, g { x , y ) = 0 等价. 

旋升法 

与§3同样的问题，旋升法的计算程序 如下： 
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1) 用一维方法算出 F ( a :, y ) 在 

a ^ x ^ b , y = j/i = c 

上的最小值,并设在时取此值.如果此值合乎要求，停机,打出 xi , j / 1； 

2) 仍用一维的方法算出 F ( a :, y ) 在 

x = xi , c 4： y<d 

上的最小值，设在 i / = y 2 时取此值.如果此值合乎要求，停机，打出 Xl , y 2 ; 



3) 以 y 2 代替 yi , 重复以上的计算. 

这一方法实际上和以下的方法同二 原理： 先求 f ( x ， Vl ) = 0 的解 a ： = ^，再求 
9( xi , y ) = 0的解 J / =的等等.请读者注意，把这方法用到二直线 

y = px, y = qx 
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(|p| > |?|)上去的 情形 . 若先求 yi = qx 的解 x u 后求 y = pa；i 的 解讥， ……，便将 
偏离 二 直线交点愈来 愈远. 但若先求扒= P :r 的解: cu 后求 y =卿的解讥,……, 
则能收敛于二直线的 交点. 从这一个简单的例子,可以启发出一般原理来，甚至可 
以启发出收敛的条件来. 


数值微分法 


我们在研究单变数时，往往用一点及其邻近点的差分来遇近微分，也即 
，(狗)〜生 。匕他) . 

lo —Xl 

在多变数时，必须增加另外的假定，而不能泛泛地用一点及其邻近几点的数值来逼 
近偏微商.例如在处 /( a:,!/) 的偏微商的值，能否由此点及 
其两邻点 (x 1 ,y 1 Ux2,V2) 的函数值来逼近呢？不增加条件是不行的.譬如说，三点 
在一条直线上不行,因为这样只能决定一个 方向； 夹角太小也不行.另一方面,如果 
两方向趋于 (a：o, yo) 的速度太不一致也不行.例如 


f{x,y) = x 2 + y 2 
x = 0,y = 0 时偏微商都等于0,但 a: = = e? 

时 

.. x 2 +v 2 g 2 + e 金 

lim - - iim - = oo 

e—»o x «-*o e 


这是第四（第五）章中我们不是随意取 S + 1 点 (^或 
士 ( 《 + 1 )(8 + 2) 点)的道理 • 



图61 


对怎样的三点有此可能呢？实质上，如果面积的绝对值 


\^ K (\/(*1 -1。) 2 + (yi - yo) 2 +V^ X 2 - a：。) 2 + (i/2 - yo) 2 ) 


在此条件下，可望成功，读者自证这条件保证了夹解不能任意小. 

为了方便起见，还是采用矩阵符号，在 s 维空间给了 《+1 个点 iW(i = 0,1， • • • ， 
s) 从 

V(a:(*)) = a + fer ⑷ (* = 0,1,2, ••- ,s) (1) 

定出向量6,在什么条件下，向量&可以逼近 


—=( 菪 ’..H. (2) 
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定理1命山=^#-：4 <)) |及 

( a ； a )- x (0) \ 

工⑵_工 (0) 


V x ^- x ^ ) 

如果 M'M 的最小特征根> if fd?， 则 

i=l 

a 

(6- grad ip(x( 0l) ))(b - grad v»(x( 0 )))' < 

i=l 

这里 Q 仅依赖于 V； 的二阶微商的上界及 if. 

证由于 

V>(x( 4 )) - <p(x ⑼)= J 盖 vK〆 0 ) + a(a: ⑷ — x( 0 ))〉da 

= - xf^) f ifiij (* (0) + «(* (<) - i( 0 )))do ： 

i=i 九 

= i > y )- 孕)内 > w )+- #) 
j=i j=i 

• f [叫(1 ⑼ + a(x (i) - x (0) )) - ipx s {x^)](Ux. 
Jo 

= grad ⑼ )(®<*) — a： ⑼) , 

+EE(-? > -*fK4 ,, -4 0, )AS5>, 

3 k 

此处仅依赖于 p 的二阶微商. 

由⑴可知 

^)(2(*)) — ip(x^) = b(x^ — X^y 


这儿 


(6 — grad — a: ⑼)’ = pi 


(3) 
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K ——常数， A 仅依赖于的二阶微商的上界. 

(3) 式可以写成为 

( fr-grad ¥>( x (0) )) M , = ( pi ，？ 2 , … , p a ), 

因此 

(6 — grad < p ( x ^)) M ' M(b - grad <^( a ;( 0 )))’ = ^ p ?. 

i=l 

由定理的假定可知 

K df(b — grad < p ( i ( 0 )))(6 - grad 屮 ( a :( 0 )))’ < j 4 2 df 

i=l i=l 

此即所求. 

方程组的数值解 

本书第五章所介绍的方法也可以用来处理求方程组的数值解的问题.求 

fl(Xi, … ,X n ) = 0, • • • ，/ n ( xi , ••- , x n ) = 0 (1) 

的数值解，用矩阵写法 

f ( x ) = 0. (2) 

先给了精密度 77 ,例如精确到五位小数，则取 r ? = 10- 6 ,用叠代法 

a.(v+i) = x (v) _ f^))A(x^)-\ ⑶ 

这儿 

( AX!/(lM) 

A(x^) = . 

V Aa : n /( xW ) 

定理1假定 

t | 

i=l 1 
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lla.Cv+i) ^ - x ^\\ 2 + rjllx^- 15 - x^||)P(x ^)- 1 ||- ⑼ 

证由⑶可知 

(a^ +1 ) - o: ⑷ ) >l(x( 0) ) =(/(* (u ~ l) ) - /Or ⑻ ) + ( 工⑻ - 沙 - 1 ))/^— 1 )) 

=J: A/( x («) + a (i (u_1) - x^)da 

i=i 

=i:(d)f ['f^ v) + 

j=i 

- x (v) ))da - jf * f ， M V ~ l) + al iV)d<^ 

= 亡 (1 广 > 一 #)/ 1 /。 1 + 咐 

i'-i 

+ 0((1 - a){x M - a:( u_1 )) - aljri)}dl3da 

•(: m 咖 i/s* 释 


因此得到 


*• ,=1 k=l 

- 4 _i) I 乂 1 jf (i 一 a)dadp+TiM py^ 

i _r r 一 } ii A ( iw )i 卜 fd iw 

-x(-«f+,||x<»l-x<—'||) I 卜叫 - 1 !. 

自 blfe 卜 


定理 2 假定 


Um , 


⑺ 
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|| A ( XW )- 1 || < —■ l | A ( x ^-^)- 1 ||. 

丄一 Oti-l 

你 ㈤) - 雄 ㈣) = (p^), Mx^r 1 = (py), 

= 厶〜乂 + a (® (w) - x (w_1) ))dQ 

= |>卜 乂 1 w， 1 ) 

+ a ( x w - x ( v - 1) )) dQ , 


ii/- 雄 w M(*(* i - 1 )r 1 ii < E E E i^ii^i 

i=l 3=1 (=1 


^ S S S I# - 4 _1> I / 

t=l j=l 1=1 fc=l J0 

+ a(x (v) - s ( v _1) ))| do | 如 I 

^M\\x^-x l r l) \\ \\A(x^)- l \\ (II 


y] |Axi/,a ： fc| ^ \JjXkXi\d0 < M 


I- 雄叫雄卜 ” 广 =B 


雄(幻 )- 1 = 雄 (卜 1 w 卜 By 
由定理的假定及上章 §1 引理1得到所要的结论. 
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定理3 如果 


及 


释⑴ - x (0) || || 雄⑻)， < a 0 < 


||^)-^)||< (¥ 甸 ) 2 ° 1 (^ =i ) V |k (1) -^ (0) ll 

证明方法和第五章的定理3完全一样. 

在计算机上使用时,不必验证 （5), (7)，⑻是否适合，而直接应用叠代公式 （3), 

如果 

llW + i ) _:(«>) || < || x ⑻一 #-1)"， 


即可大胆地做下去，不然，停机换其他方法缩小范围. 
我们提请读者注意第五章§5的方法. 


求重心 


在第三章中我们间提到求重心的问题，高维的重心必须应用多重积分，而多重 
积分的计算在计算数学中又是一件麻烦的事，一般讲来我们需要计算出3 + 1个 S 
重积分 

V = J ■ — J dx\ - - - dx a , 

Mi = J •- J xidxi - - - dx„ • • •, 

M„= jj x a dxi”.dx B . 

这里 H 是一个多面体，也就是适合 p 个不等式 


^ ： < b i (t= - - ,p) 


的点的集合.计算多重积分时，我们用 Mont - Carlo 方法,对这一问题有稍为简化的 
建议.假定只在一个“方体” 

K : |*i| < A (i = 1 , 2 , -■■ , s ) 
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内，利用随机数表（或随机数发生器）在获得 S 个数吣，…石）后，看它是否在 ft 
中. 如果不在中就 作罢； 如果在中则写下 

1，$1，&，•…， (1) 

再获得^，^，…，以”后，如果不在 ii 中则作罢，如果在中，则在 （1) 上加上 

1，#，#，…，奶 

得 

2 ,”! 1 ) = 6 + 设)，…， =6+ lJ 1) ; 

再做下去，得 d 2> ，… , d 2) , 如果不在 i ? 中，则作罢，如果在中，则加成 

…； 一般是 

m,vi m - 1} = V l r~ 2) + … ， ” 卜 ―” = Vi m ~ 2) + 

当 m 充分大时,我们拿 

”产- 1 ) 

TH ' ■.. , ffy 

来作为重心的坐标.何谓充分大？当然可以有概率建议，我们的简单建 议是： 如果 

再做一次和上一次所得的数值差不多就停止 f 或只要求和差不多 
\ m m +1 

就停止也可以，或要求 

mm 

差不多也可以> 

这方法的概率误差是极好的，因此可以认为己经符合我们的要求.也许有 人说： 
概率总是概率，其中包括了万一的失误，但是,这一点小险是要冒的. 




优选学 

第三部分附羅 
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附录一度量问题 


令 ¥>(*) 是~个不降的函数，而且 

¥>⑼= 0 ， y>(l) = 1. 

则当 z 过 [0, 1] 时， 2 / = ip{x) 也从0到 1. 

在变数 a : 上用黄金分割法逐步在 


X0,Xi,X2,' 


做试验时,等价于 y 在 

yo,yi,y2, ■■- 

处做试验，而 2/n = (p(x n ). 

由中值公式可知 

Vn - Vn -1 = f'(0(Xn - 

《在 Xn - LXn 之间.如果< 1,则用 y 做变数比用0：好，不然则不好.由于 
^( X ) 的平均值 

j。 #’(0成= v ( i ) -沪⑼= i . 

及> 0,所以 if/(x) 有时大于1,也有时小于 1. 

这说明了一个问题,如果函数 f(x) 的最大 值在: Co , 则取 ip'(x 0 ) < 1 M 1 / = <p(x) 
作为测度为好，但由于我们不知道最大值的所在，因而无法取合适的 <P(X ). 也就是 
任何一种测度用黄金分割法，有些 /( aO 上算,有些/0«0不上算，也就是用来 
回调试法，总会碰得巧上算，碰得不好不上算,但上算的可能性极小，因此在一般情 
况下，我们就用原来普通的测度就行了. 

多变数的情形测度的变化影响更大，而且有相互关系，但在实际问题中，一般 
地用常用的标准度量单位就行了，不要乱改度量单位，但不排斥有理论根据，而选 
取合适测度.例如在知道每种变化与几何级数有关时不妨用对数刻度. 
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附录二与后道工艺过程无关的优选法 

在实际中曾经遇到过以下的多因素优 选法： 要求在区间 (a,6) 中选取 fc 个点 
a < xi <•••< Xk <b 

使目标函数 f k ( xi , ■■- , x k -, a , b ) 取最大值,但客观上这问题有以下的 特性： 在 a <私 
中， zi, ••- , Xi-i 也是使某一函数 /i(n, •• - .Xi-i.a.a:,) 取最大值的点， /<(a：i , ••- , 
叫 -^約）与叫以后的点的选择无关 • 

因为:^是使 / 2 (®i；a,i a ) 取最大值的点，也就是 A 适合于 

gi(xux 2 ) = Q^f2(.x\,a,X2) = 0 ; 

而 Xi , X 2 也是使 f 3 (. Xi , X 2 -, a , X 3 ) 取最大值的点，也就是适合于 

92{xi,X2,x 3 ) = ^/3(*i,X2 ； a.a ： 3) = 0; 


因此变为求如下形式的联立方程的解的 问题： 

Pl ( xi . X2 ) =0, 

92(x1, x 2 ,x 3 ) = 0, 

. (1) 

gk-i(xi,- - ,x fc ) = 0, 

9k(.xi, ■■- ,Xk) = 0 . 

先取一个试点： ci = 由 （1) 的第一式解得 a：2 = 由第二式解得 a；3 = 

x ^\ …，由第 fc - 1个式解得= a:^， 以4 1) ,--- ) 4 1) 代入⑴的最后—式得 

hi = pfc (4 1) .--- 

如果〜=0,则甿)，… ，: 4 1 )就可能是解了，不然不妨 假定〜 > 0,再取 x 1 = x ^\ 
同法得 

如果/ 1 2 = 0,则得解答，如果心 < 0,则取 an = Wy 进行计算,这样用对分 
法很快就得出 （1) 的解的近似值.如果 /i 2 > 0,则比较 h u h 2 哪个大，例如知< /i 2 , 
则在的相反方向选 a4 3) 就可以找到问题的近似 解了. 
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附录三一致分布点寻优法 


从本书一开始就假定了所考虑的函数是单峰的.在一般工业生产过程中及在 
理论上较明确的科学实验中，己经在生产中的工艺中，这一假定是可以保证的，这 
是我们所介绍的优选法能很快得取得大量成果的道理.但不能排斥,在有些认识不 
足的探索性的科研问题上会出现非单峰的现象，我们就遇到过“液晶”的配方问题. 
如果照“穷举法”或“选优法”做，工作量太大，几辈子都做不完，而且问题不是单 
峰的，但与一些公学工作者在一起灵活地混合运用了本书所介绍的方法，不但很快 
地找到了最优点，而且找到了一条“山脊”. 

在实践经验少，不会抓主要矛盾的条件下，在理论认识不够，不曾获得精确范 
围的情况下，尝试新的科学研究课题，以下的方法，可起辅助作用. 

如果求 A ： 个变数,办）= a； 的函数 /(a:) 的最大值，其区域是 

Z) : < Xj < »7< (t = 1,2, • •• 

在区域 D 中取一个一致分布的点列 

* W) (i = 1,2,3, …). (1) 

在做了若干次试验得出 

后，可得相当满意的函数值.再在其附近用本书所介绍的优选法. 

这一方法的优点在于容易发现复杂的“地形”(非单峰的情况)，但缺点在于虽然 
比选优法好得多，但比起优选法来次数还嫌太多. 

至于一致分布点列的构造，就不在此叙述了.请看华罗庚，王元《数论在近似 
分析中的 应用》 (科学出版社， 1978). 一致分布点法，在求数值积分上己有好的成效， 
而求极值的问题可以看成为某一带参数的积分的极限，即 

max |/| = JLim^ (/ ■■■ J j/(x〉| p di) 
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附录四求定正方阵的逆 


在第二部分第五章§2中要用到求定正对称方阵之逆，同时定正方阵求逆法也 
是种类繁多的多因素优选法的根本依据，因此写这个附录，先总的指明一下，错综 
复杂的许多方法,实质上都是从解二次方程的“凑平方法”得来的. 

求对称定正方阵的逆 



是一对称方阵 ， S = S ', 其第 i 个主对角线方阵是 



又令= ( s iU - - 5,的逆 Hi (= 5- 1 )可由以下的递归公式 得之: 

⑴ =6 o °) 

(卜”， 1) 

su- Vi-iH^)VU . 

因此经 A : 次迭代，得 5- 1 = H ㈨ . 

证由于 



及 
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= [ 5,-1 0 ] 

\ 0 su-V^S-^VU ) 

(即“凑平方法”)，求逆得 

〜 1(: -， 1 ) 

V。 (*«- Vi-xS^VU)- 1 ) 

' V 1 J = ( 0 0 J 

+ 扣 - Vi-xH^VU \ 1 )' 

即得所证. 

附记求任意方阵>1的逆也可用 此法： 由恒等式 
A~ l = A'{AA')- 1 , 

分为对称方阵 S = / U ' 的求逆法.有些书对 A = 时，将 A \ AA ')- 1 定义为 
A 的广义逆. 

线性方程组求解 
在第二部分第五章经常遇到线性方程组 
xA = b 

的求解问题.这里>1是 n 阶对称正定方阵，6是 n 维向量，: r 则是71维解向 S . 
对于这种方程组的求解，建议采取以下的方法. 

第 一步： 先将系数矩阵4表成 

A = LDL' 

的形状，这里 L 为一个对角线元素全等于1的下三角阵， L ' 为其转置， D 为一个对 
角矩阵. 

用< n ) 表示矩阵 A , L 中位于第 i 行，第 j 列交点上的元素，自 

然有 

<Hj = Oji, 

la = 1, la = 0 ( l $ i < j ). 
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又用木表示矩阵 D 的第 i 个对角线元素，于是根据公式 


l ij = I O-ij 


- y~l(^ifcdfc) ■ j d i (1 < J < * < n) 

t-1 

: Oii - y^Hikd^lik (1 < i < n) 


依次确定出 L 与 D 的 元素： 

di , 


h,l, li,2, ••• > di, 

Ini, in2,. … in,n-h ^n. 

在实际计算中，对于一个固定的 i ( l 《 i < n ), 由于 
likd k (l<fc<t-l) 

的反复运用，可以在每算出一个 k 后乘以办 而忙存 起来，以便后面取用. 

易见第一部分的计算量（乘除法）的数量级是 n 3 /12- 
第二步，在确定了 L 与 D 后 ，通过解方程组 

xL' = b 
yD = z 
xL = y 

就得出原方程组的解.因为 L , D , L ' 都是三角形阵或对角线阵,所以这些方程组都 
很易解,其乘除法计算量的数置级都不超过 o ( n 2 ). 

求抛物体的极值 

令 

z = a + px' + —xSx', (2) 

此处 P 是 fc 维向量， S 是 fc 行列的对称定正方阵、“凑平方法”就是以下的 方法： 
z =a — ^pS -1 p / + ^(® + pS~ 1 )S{x + pS -1 )' 

士 p 5 _ V . 


( 3 ) 
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这就是当且仅当 


= —p5 -1 


n , z 取这最小值 a - i P 5 -y 

如用 1. (1), 则得解方程 （4) 的方法如下， 
命 P = ( Pi ， … , Pk ), P (i) = ( pi , …， Pi ) 定义 


* ⑴=?⑴孖⑴,… 


®(<) = p (‘)irw = p w [ 


丑 (<- i ) o 、 

、 o o J 

5« - Vi-lH^Vi.! 

-W-DV/-! + Pi 


= (x< <_1 ),0)4 


su- Vi-iH^Vi-i 

而就是 （4) 式的解，这就是求 （2) 式极值的方法. 
但这样计算置嫌大，我们可以用 2. 的办法去求方程 




xS = 一 p 


的解. 

附记有些书上讨论矛盾方程组 


⑷ 


( 5 ) 


xA = p, 

a : 是 fc 维向量， p 是 i 维向氣 A = A ^ l \ k < l 的求解问题.这种方程組本无解，但 
硬以 

x = pA' (AA') -1 

作为其广义解,应用时请注意，这仅对己知 * 与 p 确有线性关系，并且有观测误差 
时，才可能有用. 

如果 * 与 p 并无线性关系，而滥用此法，不但不能正确地反映客观现象，反而 
导致思想混乱.例如原来客观问題是在某一范围的内点有极值，如果由若干点的试 
验数据，而用求广义逆的方法（或线性迂归）来处理，由于线性函数在任一范围的内 
点是无极值的，很明显这只会导致错误的结论. 
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附录五离散与连续 


1. 在第二部分第五章中所介绍的抛物体法是离散型的方法，如果我们所考虑 
的函数是易于求出其一、二阶偏微商的，则有以下的连续型的方法. 

以 * =(町,…，办）表示 fc 个变数的向置，假定函数/⑷有一、二阶偏微商， 

▽ 心 L 

表示/的梯度向量，以 

警 

表示/的二阶微商矩阵（又称 Hessian 阵)，则由/ ㈤ 在一点 a 处的幂级数展式的 
二次以下项 

/( a ) + ▽/( a )(® - a )’ + - a ) H /( a)(x - a )' (1) 

可以得出迭代法 •（1) 式的极值可由“凑平方法”得之，如在附录四中所做的那样， 
若 H f 为定负矩阵，则 （1) 式就是 


/ ⑷ + \( x-a + -a + VfHJ 1 )' 

/ ⑷ - \vjHj\Vf)', 

则⑴式当 


x = a - VfHj 1 

时取极大值.令 a ： = : c (1) 是一个初始值，则用递推公式 


(2) 


(3) 


a.(n+i) = x (n) _ ▽/(〆"))#(〆《)) („ = 1 ， 2,…) 


比第五章更容易证明这方法也是 log log 型的方法. 

2. Davidon - Fletcher - PoweU 引进了如下的半离散半连续的方法，从初始值疋⑴ 
及 = I ⑻ 出发，用以下的迭代公式从 x ( ">, 斤„得 x < n +1 \ H n+1 . 

有了 x ^, H n jB , 求单变数 A 的函数 


<p(X) = f{x^ - XV(f{x^))H n ) 


⑷ 
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的极大值,得 A = A „. 然后取 


并令 

及 


a - Cn + l ) = x ( n ) _ A n V (/( l ( n ) ))/ f „ 
yn = v/(x( n+ 1 >)-v/(xW) 


„ „ • 、 (Vf(x^)H n )'(Vf(x^)H n ) 

Hn+1 ~ Hn + Xn - 

(y n H n Y(y n H n ) 

y n H n y’ n 


(5) 


⑹ 


关于这个较复杂的收敛性问题，我们只得到 


||* (0) - * (n+1) || = o (||* ⑼ - *<">||)， (7) 

这里： cW 是/⑷取极值的点，⑺式仅仅比 

ll» (0) -^ n+l) ll . , 

|| a ：(0)- x (»)|| 

稍好一些，而后者是属于 log 型的. 

1) 这方法中要求梯度，如果用差分来代替，则和本书第二部分第二章所介绍的 
最陡上升法有同样的缺点. 

2) v ?( A ) 的极值怎样求？如果用单因素优选法，一次就要用 log log 次试验，仅 
就这一点求法就不可能在数量级上好过抛物体法. 

3) 求梯度是连续性的，而求是离散性的，如果求极值是用解析方法， 
则自然也就假定了 /( z ) 可以求二阶偏微商，因此 j /„ 可以用来代 
替（相差不多)，这 里孖是 /⑷的二阶微商矩阵 (Hessian matrix ). 

4) 不要因为他们只能估计出收敛速度 （7), 而以为 （7) 就是本方法的评价，实 
质上，用本书的方法是可以估计出比 （7) 更精密的收敛条件.但不再把时间花在不 
比抛物体法好得多的问题上，因而作为读者练习（提 示： 请考虑 || j (°)- i (^)|| ^ 

的关系). 

3 .在 1. 中介绍了一种连续型的方法，这类方法无疑可以改进.例如们还可用 
以下公式 

a /( x ( n >) 护/(3：(")) 
dx k dx a dxpdxk 


( n = 1,2，-..) 
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进行迭代,这里上下有相同指标表示从1到 fc 求和， 


3^)=(：^ ，…，4")〉，丑 


6；…、 

…… =if(/(xW))- 1 . 

d ) 


这个方法比 1. 的方法收敛得快些，但还是 log log 型的方法,且计算量较大，与这 
方法相应的离散型及半离散半连续型的方法，由于既没有理论上的困难，也没有实 
际上的显著优越性，这里就不谈了. 
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1. 光以最短的时间从一点到达另一点.两点之间以直线为最短，因此光从一点 
A 到另一点 B 的行程为连 A , B 的直线. 

光由一点4经镜面上 O 点反射到另一点 B . 图中角 a 称为射入角，角<0称为 
射出角.如果 a A 作丑对镜面的对称点 B\OA + OB> AB',AB' 交镜面于 O ', 
则显然有 04 +OS > cyA + cyB . 因此由光行时间最短推导出射入角 a —定等于 
射出角 <0. 



光的折射也是这个原理.例如光在空气中以速度 W 进行，在点 C 7 进入水中以 
速度 u 达到 B 点，求最速的途径.取水平面上一点 O 作为原点， A , B , C 的坐标各 
为因此由点4到点 S 的时间等于 

伽 = V(ai-x) 2 + al + y/(h - x) 2 + 


求的微商使之为0, 


V\/{a\ — X) 2 + 02 — x) 2 + 


因此得 


sin a sin 0 
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即得折射定律. 

这个折射定律实际上就是光学设计的主要物理根据.一个光学镜头（如望远镜， 
照相机镜头等）通过是由数片透镜组成（图 64). 来自镜头前物面上的光线，按照折 
射定律依次通过各镜面，在镜头后成像.但这个像不一定是原物体的一个严格的几 
何相似形，而是有一定的偏差（称为像差).所谓光学设计，就是在某些约定条件下, 
通过选择这些透镜的镜面曲率、厚度、间隔、折射率等参数，论使所产生的像差尽 
可能小一些. 


9 ^ 



m 64 


图65 


波的传播同样有反射折射 定律. 在勘探石油时，用人工地震的办法.在一点放 
炮，在相距3：处有检波器 接收. 如果地层是由多层水平层状介质形成，第 i 层的厚 
度为〜波速为％,则地震波从第 n 层反射到达检波器的时间为 


*= 2 E - 


: = 2 E 


Viy/l ~ p 2 vf ' 


而距离: C 等于 


c = 2 z , 


* = 2E- 


rv/r ^ 1 

这里 p = ^ i , a < 为第 i 层的波的入射角. 

Vi 

如果地层为连续介质，且速度为深度的函数，则时距之间有如下关系 

pv ( z)dz 




JO \/1 — ’ 


这里 Z 为反射层的深度. 

2. 集散点问题.在 ( Xi , yi ) 点有 ai 吨原料 (i = l ,2,---，0 要运到 (^,7；) 处加 
工,加工后又要各运~吨到 ( Uj , Vj ) 处 G = 1,2,… , m ). 问选择哪一点⑷ 77) 运输 
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的吨公里最少？吨公里等于 


/(€，”) 


=^ 而一 €) 2 + (讲 _ »7) 2 
<=1 


+ 乞 b iy/^j -0 2 + (vj - v ) 2 - 


3=1 


要解联立方程 


Qi(g - Xi ) 



V( u i - ^) 2 + ( v i - V) 2 


0, 


_ y ^ ai ( v - yi ) 

办 h[ V( x i - 0 2 + \yi - v) 2 

■ f ] , b i ^- v i ) n 

j^x V( u i - ^) 2 + ( v i - V) 2 

中的匕 》 J 的数值并不 容易. 1960年万哲先同志提出了以下的模拟法.（注 意：当 
Z = m = 1时,这问题就已比上节光的折射问题难些了 .） 

先在一块光滑木板上绘制 Z 个发点和 m 个收点的分布图，然后在这些点处各 
凿一光滑小洞_在板面上置一光滑金属小圆环，小圆环上系 i + m 根绳子，每条绳子 
各穿过一个小洞，通过发点 ( Xi , yi ) 的绳子系上质量为 ai 的重物，通过收点 ( u J)Vj ) 
的绳子系上质童为~的重物.这样当小圆环达到平衡位置时，平衡位置就是所找的 

(d 

我们引入平面向量 


_ J~Xi 


{ V( x i - 4) 2 + (»i - v) 2 ’ V( x i-^) 2 + (yi-v) 2 / 

^~ u ： 


{V( u i - 0 2 + ( v i - v) 2 ' -0 2 + bj -J/) 2 / 


则上面的联立方程就是 

( m 

+ =0， 

i=l j=l 

这正是 Z + m 个力的平衡方程，也就是上述模拟法的理论根据. 

3. 邮路问题.一个邮递员每次上班，要走遍他负责送信的每条路，然后回到邮 
局.问应该怎样走才能使他所走的路程最短？这就是邮路问题. 
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首先考虑这样一个问题.如下面这样一个道路图（每条线上的数字表示距离， 
小圆圈中的数字表示交叉路口的编 号〉. 我们从一点出发，有没有可能沿每条路都走 
过一遍（不许重复也不许遗漏)，然后回到出发点？ 

我们把交叉路口分为两类，偶数条路的交叉点称为偶点，奇数条路的交叉点称 
为奇点.例如上图中，①，④，⑦是偶点，②，③，⑤，⑥是奇点.易见，当一个图中 
只要有一个奇点时，就不可能那样走一遍了，因为对一个路口来说，有走进去的一 
条路，必有走出来的一条路.反之也不难证明，当道路图上没有竒点时便可以那样 
走一遍了.如果起点和终点可以不同，则可以允许有二个奇点.这就是所谓一笔画 
问题. 



回到邮路问题，如果道路图上没有奇点，问题就已经解决了.如果有奇点，我 
们总可以通过在某一些路上再重复走一遍的办法来消灭奇点，这相当于在图上再 
添上一些路.上图中，如果在②与③之间，⑤与⑥之间各添上一条路（即在② 
dMS ) 上走两次)，奇点就没有了，于是就可以一笔画了.但我们还要求所走的路程 
最短，因此问通归 结为： 如何选择要重复的路程，既能消灭奇点，又能使重复的路程 
最短？ 

这个问题已被管梅谷同志解决.他证 明了： 只要在每个圈上重复的路程不超过 
整个圈长的一半，这时就可以得到路程最短的走法了. 

例如在上页图中，如果重复② ~< D ， 這 MS ) 两条路,可以消灭竒点，但在圈②一 
③—⑤②上重复路程2 + 3 = 5已超过整个圈长之半 (4.5), 所以它不是 
路程最短的走法.但我们可以改为重复 ( HMD , ④一⑤，这样既消灭了奇 
点，又使得每个圈上重复路程都不超过整个圈长之半，于是得到这样一个路程最短 
的 走法： 

①— ►③ —►④—►⑤——，⑦— ►⑤ —►④—— >© ——— 

综合上述，得到这样一个解决邮路问题的 步骤： 首先把道路图上所有的奇点找 
出来，然后选择一些需要重复的路，使奇点消灭.再在每个圈上检査重复路程是否 
超过整个圈长之半，如有超过的情况，则在这个圈上，把原来不重复的路定为重复 
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的路，而原来重复的路定为不重复的路.这样逐步调整，当所有圈上重复路程都不 
超过整个圈长之半时，就达到路程最短了.最后将整个图形一笔画出. 

—般来说一个图上所具有的圈数是很多的，是否必要每个圈都检査？如上图共 
有六个圈，实际上只要检査三个圈就 够了. 一般，如一个图有 s 条路, n 个点，则需 
要检査的圈数为 s-n + 1. 

在画交通图时还要注意一个问题，一条很宽的马路，实际上是需要在马路的两 
侧各走一次,这时在交通图上要画两条路，百不是画一条路. 

这里提出的问题，不只是邮递员会碰到，在其他一些场合也会碰到，如马路上 
扫地、喷水的车子所走的路线. 

4. 蜂房问题.我们研究与蜂房结构有关的一个数学问题.从正面看，蜂房是一 
个正六边形,但它并不是一个六梭柱,它的底部是由三个相同的菱形拼成的（图 67). 
菱形的钝角为109°2纪,锐角为70°32'.说得更具体些，拿一支六棱柱的铅笔，未削 
之前,铅笔一端的形状是 ABCDEF 正六角形（图 68), 通过 /1 C 一刀切下一角，把 
三角形 ABC 搬置处，过 AE , CE 切如此同样两刀，所堆成的形状就是一个 
蜂房.一个蜂巢就是两排这样的蜂房，底部和底部相接而成. 



图67 


图68 


建造一个蜂房所消耗的材料是与表面积成正比的.我 们问： 怎样切出来使所拼 
成三个菱形做底的六棱柱的表面积最小. 

假定六棱柱边长是1,这时 AC = V 5. 把图67的尖顶六棱柱表面分成六份， 
把其中之一摊平下来,得出图69的形状.从宽为1的长方形切去 一角， 切割处成边 
以 AP 为腰，#为高作等腰三角形,假定被切去的三角形髙为: c ， 则 


AP = y / l +^, 
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PP 1 = 2 J 1 + x 2 
AAPP r 的面积为 




: \/l +4 x 2 , 




所以问题变为求 A 使 

f(x) = ~^x+ ~y/lT4x^ 


最小. 


我们用一个初等方法来求 /(a:) 的极小值.令 2x = t-$(t>0 )， 则因算术平 
均彡几何平均，可见 


= y /3- l { + y /3 +l 丄 


/( v /3- l )( v /3 + l) 
/ 45 




而且仅当 


V 3-1 y /3 + 1 J _ 

—4 — = — 4 4 t 

时取等号，这时 f 而 

x = i( 1 +_ 2y/2 \ = 

X ~2 〈 2 y /2 — 4(1 + V 3) / _ 

所以, 3： = $时，/⑷取极小值 $• 


VI' 


令 ZPAP r = y , 由余弦公式得到 

2(1 + X 2 ) COS7 = 2(1 + 1 2 ) — (1 4- 4a; 2 ) = 1 — 2x 2 , 


以 a : = ；^代入得到 


' 2(1 + x 2 ) 


= 1 / ( 1 + l) = i 




附录六几何优选法 


- 275 . 


因此得到7 = 70°32 / ,与蜂房的实际角度相一致.我们进一 步问： 蜂房是否也具有 
“在体积一定时表面积最小”的特性？ 

下面将 证明： 一个形如蜂房的尖顶六棱柱，体积 V 为一定时,表面积（不算底 
面）最小值为 3 V 2 V 2 / 3 , 而且当六角形边长是高度是 ^ V 1 / 3 时取最小 
值. 

以边长 a 的正六角形为底，以6为高的六棱柱,其六个顶点顺次为 ABCDEF , 
如上述，过 S (或£>或 F ) 棱处^假定6 > 及(或 C , 五或 E ，4) 作 

一平面，切下三个四面体，反过来堆在顶上，就得到一个以三个菱形做底的尖顶六 
棱柱.易见它的体积 V 和表面积 S 为： 

V = 

6 a (6 + 


我们有 


而且仅当 


m a 

c. 分 r 一 


时 S 取最小值，这时 

k 為士 1/3 > 惫 

尖顶六棱柱高度为 

b+ J- a = J-v^ + J_ v i/^ 

y/8 y/3 2y/3 

即上述结论得证. 

通过实测，蜂房的大小与上例并不一致经过实测 ， a ^ 0.35 cm , 高为 0.70 cm , 
而按上面的结论，高应是 6+-^ o =- J=a + -^ a=-^a = 0.38 cm ), 所以蜂房并 

不具有“在体积一定时表面积最小”的特性.而密蜂是根据自己身材设计，用材最 
少的窠. 
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附录七多目标问题 


在实际中经常会遇到多目标的问题，也就是我们要优选一些参数，使几个目标 
函数同时都达到较好的水平.这里我们建议这样一个方法,在这些指标中，根据当 
前的情况，选择一个优先要考虑的指标作为我们的目标，而其他的指标希望它不要 
超出某个界限，也就是引入一些不等式的约束条件，这样，问题就化成单目标的问 
题了 • 

有些实际问题可以把多目标问题化为单目标问题.例如，用一个关于经济价值 
的指标把原来关于劳力、各种材料消耗等的指标合为一个. 
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附录八重复试验 


在得出较好的方案后，按照这个方案固定所有因素反复做试验有时是必要的, 
但可能会得出不完全相同的数据，对这些数据怎样处理？如果做的试验次数不太 
多，例如只做几个,十几个或几十个,可用以下的 方法： 

把试验数据按次序排列起来 

a：i < X2 < • • • < x n , 

得 结论： 就做几次试验的结果来说，100%落在范围 [ n , i n ] 之间，落在之 
间的可能性是 （ r » - 2)/ n 等等. 

如果做的试验次数实在多，可用以下的方差分 析法： 先求平均数 
x = i(a：i H - Hn) 

及方差 „ 

而结论 是：在 (5- ^,5+之间的可能性约为68%;在 + 

之间的可能性约为95%等等.（附记为什么沪的分母是 n -1, 因其分子为 

- nx 2 = - ^(u + •.. + z „) 2 . 

i=l »=1 

这是巧，…，％的二次型，它的方阵 
n 

的秩显然为 n -1, 也就是实际上炉的分子不是 n 个数的平方和而是 n - 1个数 
的平方和). 

如果得出两种较好的方案，各自固定所有因素后反复做试验，可能会各自得出 
不完全相同的试验数据，怎样比较这两种方案的优劣？如果做的试验次数不太多， 
则可将所有数据按大小次序排列起来，按本书第一部分第三章§9所介绍的办法来 
判断.如果做的试验次数实在多，可用以下的方差分 析法： 若第一种方案做了 m 次 
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试验，得数据为第二种方案做了 n 2 次试验，得数据为吻 ，… ， x 2 „ 2 . 


分别求平均数 ^ ^ 


及方差 ni 

5? = - 1 (宏 1 - a ： ii ) 2 , S | = , y^,(^2 — a ； 2 <) 2 - 

ni_1 ^ 712 - 1 3 

若 |5 2 -> 1.645 a /^ + 则约有90%的可能性，这两种方案所得的结果是 
y n \ n2 

有差 异的; 若 _ 

\xz — $i| > 1.96 J— + —, 

V n l "2 

则约有95%的可能性,这两种方案所得的结果是有差 异的； 等等. 
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附录九 0-1 变元法 


1. 在优选法形成一数学分支之前，曾有一些方法，科学根据不太足，先验地假 
定某一参数仅在若干个水平中选取，最简单的是假定在两个水平（式三个水平）中 
选取,非此即彼.他们所用的数学工具，与其说用了连续变元,不如说是用了 ( M 变 
元，即取不取变元，以两个水平为例，温度或取 300° C 或取 600° C . 我们不妨说取 

300° C 时这变元的值是1，不取 300° C 时,这变元的值是 0. 换变数77 = 上 0- 丄 

600 — 300 

就变为>1变元 7 /了. 下面，我们简略介绍一下，并且从原则上更提高一些. 

一个参数€限定在 n 个水平 


…， （n 


中选取其中之一，可以用 n 个 0*1 变元…〜来代表，这些:^，… ，〜 只取值 
0或1,而且 

*1 H - hx n = 1. 

即 n 个水平中每次只能取一个. 

如果某一目标函数： T , 依赖于 fc 个参数 C (1) , ••- ，而 有叫 个水平 


妒 ，…， e 

其对应的 o - i 变元 ccf , …，说，假定其目标函数 r 是最简单的一次模型（这种假 
定的可靠性极小)， 

( 1 ) 
( 2 ) 


»=1 j=l 

= l , = o 或 i . 


代入⑴则得 




<=i \j=i \ i=i , 
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0) 

i=l t=J 3=1 

这式子共有 ni + -- + n k -k 个独立的 ( M 变元:^)，但必须适合 

E &1. (4) 

i=l 

在 k 个参数 f 1 ) 中，每一参数取一个水平的情况做一次试验，也就是取一个 0-1 变 
元组 zf , 得出一个 T 来，做了 7 V 次试验，得出 JV 个以 

k 

O (5) 

i=l 

为待定系数的一次联立方程组.待定系数总共有 m +…+ n fc - fc + 1个.因而做 
N = ni + •■■ + nk — k + 1 (6) 

次试验，就可以从解一次联立方程中得出 （5) 的数值.但请注意，我们所做的试验， 
要使所用到的行列式不等于0,定出 （5) 后，就用以下的方法判断参数该取哪 
—个水平.这方法是,如果对一个参数之 W , 

a 5*> - # (j = 1 ， … ， n‘ - 1) ⑺ 

都是负的，则取=1，即的第 n * 个水平必如果不然，而⑺中以】• = j 0 ( i ) 
为最大，则取 x ^ (i) = 1,即取水平因此按模型， T 在 

《⑴= du ， …，《 ㈨ = 

处取最大值.因而他们就得出结论，这一点是目标函数 r 的最优点了.当然模型 
是很不可靠的，因为线性模型是没有最大值的,有些同志认识到这方法的不可靠性, 
把这一点称为有参考性的最优点，也就是承认了这一方法不属于有收敛性保证的优 
选法的范围. 

2. 为了更明确地说明问题，我们以每个参数仅取两个水平为例.例如参数 
只取两个 水平#或⑵ 之一.换变数 

x 

n 

则当取第一水平时 ， au = 1,当取第二水平时（即当不取第一水平时)，叫= 0. 
如果假定目标函数原来是 

k 

r = ao + X >‘ e (<) , 
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也就完全等同于目标函数为 

k 

t = ^ o+y^.0jXi 

i=l 

的 0-1 变元 A 的问题了. 

由于基本假定易于失真,我们就不再烦琐地叙述多种多样选取 = 1,... , k ) 
做试验的方法.更不谈如何用统计方法来分析其试验结果了.要之，本方法不但不 
能保证得到最优点，甚至于不能保证自己先验预定的 n u ■■- , n k 个点中的最优点. 

至于多做几次试验，即上节中取 N > nj +--- + n K -K + l , 用附录四中所提 
到的求矩阵的广义逆法来解矛盾方程，即就更不对头了. 

例1取 ( xi , ■■- , x k ) = 0， ei ， … , ei , - , c fc , 这里是一个*;维向量，除第 i 
分量是1外,其它诸支量都等子0,所对应的 A + 1方阵是 



这一方法对应于从一点出发，向每一方向都试探一步而后定上升的方向，很明显这 
并不比一步一升髙的“瞎子爬 山法” 更好些. 

例 2 考虑某一配方由三种化学药品所配成，每种药品所取的用量有三种水 
平，混合后加温,温度也是有三个水平，这是一个四个参数的问题，三个参数表示用 
量，一个参数表示温度，因此要求做 3 x 4-4 + l = 9 次试验，就能定出其线性目标 
函数，但这一数学结构易于失其,所以也就不再讨论这批试验点的安排问题，更不 
考虑不分主次，把所有的因素善同地安排实验的方法了. 
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附录⑴历程、倡导① 


华罗庚引领和指导中国应用数学发展经历了 20多年. 

这个过程是从1958年开始的，最初的探索工作是和王元一起进行的，本书将 
简要叙述这个过程，因为这个过程很重要，这个过程就是华罗庚在中国探索应用数 
学的过程，也是形成他的应用数学观,应用数学思想、方法论的过程.一位世界一流 
的纯粹数学家在一个发展中的国家开展应用数学,所走的路、所形成的独特思想是 
珍贵的.这里我们还要强调一下,纯粹数学研究与应用数学研究的区别之一也在于 
此.纯粹数学研究的道路探索（对个人而言)，从小学到大学直至研究生，毕业后进 
入研究单位，国内外经过几百年已形成了一个可循的模式，无论是哪个国家，无论 
是科班出身的还是自学成才的，个人在研究道路上的探索过程基本棋式是相同的， 
应用数学则不然.华罗庚探索中国应用数学道路中，也包括对人才培养的探索.他 
曾经 想过： 或许应用数学是一门技艺，是否应当用师傅带徒弟的办法去培养真正的 
应用数学工 作者. 但是他一生的实践，未能得出结论.他说他在培养接班人上做了 
他所能做的一切，包括捧场在内，他说看来在于：理论+实践+个人悟性的良好 
结合. 

叙述这个过程另一个重要点在于,华罗庚在普及推广数学方法方面的工作是中 
国传统文化的一部分，它又具有世界意义，被称为百万人的数学.但从他探索中国 
应用数学道路上看，他晚年也觉得在普及推广上花的时间，精力似乎多了点，因为 
这必竞不是他发展中国应用数学的主流，普及仅是第一步，他要上第二层次，但来 
不及了，这有社会因素，也有内在的因素，他自己十分淸楚. 

华罗 庚说： 他搞双法实际上是抓住了两块敲门砖，目的在于敲开中国应用数学 
的大门. 他说: “我在应用数学上的工作，除了倡导鼓励,与王元合作之外,主要是建 
了一 个门： 两个柱子（双法)，一根横梁（特征矢量 法)； 其他也许更重要的是方法论 
上的体会.”他希望年轻一代能站在他的肩膀上爬上去，对于搞应用数学的人，主要 
是指在方法论和数学运用的技巧上，既要能入门，更要善于从实际中创造许多特殊 
模型与算法,这与纯粹数学的细功精巧的要求不同. 

什么是数学？什么是应用数学？时至今日各家有各家的看法，我们不去综述评 
论这些.华罗庚的应用数学观,他的分类法，他在应用数学方面的主攻方向，他的方 


①摘自王元，杨德庄.华罗庚的数学生涯.科学出 K 社， 2000. 
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法论，对中国应用数学发展将起重要作用.本书将从20世纪40年代初期，华罗庚 
还在主攻纯数学时期，对发展中国应用数学的看法写起. 

倡 导 

早在20世纪40年代,华罗庚就认识到了应用数学的重要性，并为之呐喊. 
华罗庚对应用数学的构思，始于40年代初，在昆明西南联大时期.1938年华罗 
庚从英国带着第一创造髙峰斯的硕果回国，在西南联大任教授.又经过几年的奋斗, 
在数学王国里，他已是纯粹数学若干领域世界领袖人物 之一， 他站在当时世界数学 
发展的前沿看中国数学界，除了自勉要独创更多比西方数学家更“博广与精到”的 
理论外,对中国数学的发展己形成“横贯纵通”的构思，如下图（见附 录)： 


败理哲学 



应用数学 


并提出当时正在筹建的数学研究所应 包括： 纯粹数学之部，应用数学之部和计 
算之部，即 


纯粹数学之部 


数 理逻辑 
解析学 
代数学 
几何学 


应用数学之部\ 


弹道学 

统计学 

»8学 

数理经济 及敫理 遗传学 
空气动力学 
弹道力学 
理论物理及化学 


抑 1 的额，麟抑酣计紐要表格 

制造算尺.算机以备统计等方面之用 
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此图为华罗庚于20世纪40年代初期所制，他的横贯纵通含意一目了然.数理 
哲学尽管有不同流派,对于数学发展的作用具有根本性指导意义. 

华罗庚当时就认识到发展应用数学的重要性，访苏后更激起他重视应用数学， 
这是他与众不同的又一方面.当时他刚刚30出头，年富力强，在专攻方向节节取 
胜.一般人容易满足现状，满足于在自己熟悉的天地里施展宏图.华则不然，他的思 
路有他必然的奇特性.这是他行为奇特的基石.就当时而言，他不满足作为学术上 
一方领柚，总是在考虑自己的学识如何报国（在当时的时代背景就是为国防服务)， 
所以，他非常重视理论与实用的联系.1944年他己被安排出国考察，出国前他在给 
陈立夫的信 中说: “此次出国之目的，一方面固为广数学方面之见闻，而他方面，实 
为理论及实用谋一联系也.盖就国防观点以言，数值计算，机器计算实为现代立国 
不可或缺之一项学问，而我大学之数学课程内容，大致仍抽象而忽具体，数值计算 
往往为不了解者以“容易”二字抹煞之.因之，毕业之学生，坐谈几无一不知，实算 
则茫无一策，以之谋国，则不啻风马牛，以之言学术，则将流为浮夸风焉”（见附录). 
真是切中时弊之言！ 

1946 年,华罗庚应苏联科学院与苏联对外文化协会的遨请访问了苏联三个月， 
他受苏联重视应用数学的启发，认识有了进一步的提高. 他说: “我几年前，就曾呼 
吁过，我们中国科学要进步，除去必须注意到理论的研究之外，还需要注意到理论 
和应用的配合.理论如果不和应用配合，则两相脱节，而欲求科学发达，实在是不可 
能的”.“同时我联想起我国将来数学研究所的工作，似乎不应当只偏重于纯粹数 
学或纯粹数学的一部分而已”(见附录 :“访 苏三月记”）在那时的中国，对应用数学 
有这样的认识,可以说是独一无二的. 

1952年，中国科学院数学研究所成立，华罗庚被任命为所长，数学所的框架就 
是按照华罗庚的上述看法设 置的： 除纯粹数学外，设有力学研究组与电子计算机设 
计制造组.这对以后力学与计算技术与算法的发展都起了重要的作用. 

这时期华罗庚本人仍在搞纯粹数学，当时他自己没有时间和精力从事应用数学 
的研究工作.这段时间他虽然对 W . Leontief 的“投入产出法”有兴趣，但那是将它 
作为一个应用数学的理论来看待，在讨论班上讲讲引起大家兴趣而已，并未考虑其 
实际应用. 

从1946年到1957年，他一直在强调应用数学的重要性，希望在他的强调和鼓 
励之下，有一部分人去发展应用数学.也就是说，在这个时期，他努力倡导发展应用 
数学，主要是想鼓励别人去搞应用数学.确实，在他的感召之下，有一些有才干的人 
去搞当时人们共认的应用数学分支，如冯康去搞计算数学，也有人去搞微分方程和 
概率统计，有些人开始看重运筹学. 
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附录（ II )应用数学之观点与方法论 ® 


分类观点与评价标准 


何谓应用数学？回答这个问题，首先要先回答什么是数学？众所周知，时至今 
曰，“什么是数学?”连许多大数学家也说法 不一. 历史上的大数学家，从牛顿算起, 
高斯、…、希尔伯特…直到当今著名的数学家，他们或创立了数学的基础理论, 
给出了数学的许多新思想、新概念、新方法和新技巧，或发现了数学的许多重要定 
理，或提出了数学的许多 猜想. 数学家们一代接一代地辛勤劳动，在构筑的数学大 
厦上添砖加瓦.每过去一个世纪这个大厦都添加上一层建筑.尽管后代对其中的精 
美赞叹不已,但当问及他们在干什么时，他们也未必能说得很明白.比如，小平邦彦 
在晚年写了不少数学杂谈，有的标题就用“数学之难以想象” . W . F . Atiyah 也说, 
很难给数学或它搞的内容下定义.当然，大多数人还是赞同恩格斯的提法,认为“数 
学是研究现实世界中的数*关系和空间形式”.但是,人们觉得这个说法太笼统了 
些. 所以不少学者还在继续深究“数学是什么?”有的甚至担心一代一代构筑的数 
学大厦会不会坍塌.时间在流逝,历史发展至今，人们对数学本质的看法，主要有三 
大流派——逻辑主义、直觉主义、形式主义.逻辑主义认为，数学真理是与逻辑真 
理密切相 关的； 直觉主义认为，数学是人类通过智力构造所进行的思维 活动； 形式 
主义认为，数学是一种按某种规则进行的符号运算所得的结果.它们都体现了关于 
数学本质的部分真理，但又都未能全面地反映数学这一事物.这说明人类对数学本 
质的认识还要逐步深化，这个过程一直还在继续着. 

“应用数学是什么?”自然直接受“数学是什么?”的看法（观点）的影响.然 
而应用数学又有其特殊性，不同的应用数学观就会有不同的应用数学发展的道路 
和方向.这跟纯粹数学是有区别的，在纯粹数学阵营里，“潮流”就是导向，数学家 
往往会不知不觉地被卷入数学社会的大潮中，身不由己地“追星”起来.应用数学 
的工作者，似乎都可以依靠个人选择的道路与方向，走比较实际和简明的道路.当 
然，这种选择完全由自己的应用数学观所决定.数学界长期以来认为，应用数学就 
是数学的应用.最初的数学的应用很清楚，比如，牛顿的数学应用于物理 力学; 后来 
PoincarS 的数学应用于天体力学，另一个例子就是 Eiemann 几何为 Einstein 的广义 


①摘自王元,杨徳庄.华罗庚的数学生涯.科学出版杜， 2000. 
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相对论提供了基本框架.这些都是大的应用，小的应用举不胜举.华罗庚本人对应 
用数学的认识也始于数学的应用，后来他通过自己的实践和他的数学洞察力以及国 
内外应用数学的发展，他清楚地认识到，把应用数学只看成是数学的应用，或把应 
用数学看成与纯粹数学没有两样，都没有全面地反映应用数学这一事物.但是，如 
果也像“什么是数学?”那个问题一样去讨论“什么是应用 数学? ”那么，有志于应用 
数学的数学工作者就不知道自己该做什么，和怎么做.因此，华罗庚提出了应用数 
学的分类 观点. 这种分类观点不但避免了关于什么是应用数学的无休止争论和一 
些偏激作法，而且对于每个在应用数学领域里耕転的工作者，更能明确自己的方向 
和位置.同时由于在不同位置上的工作，有不同的评价标准，这也避免了评价上的 
不公正 待遇. 至少数学工作者自己心中有杆称，不管他人怎么看，自己的份量自己 
心中有数，多少有点自明自慰，有利于调动搞应用数学的人的积极性和各类型应用 
数学队伍的 形成. 这箱要一个过程，真正的科学工作者不在乎这个过程. 

华罗庚把应用数学大致分成三类.一类是应用数学的基础理论研究，这类研究 
与纯粹数学研究在思想与技巧上没有本质 差别. 差别在于问题的来源不同，纯粹数 
学问题多数来源于数学内部，而应用数学问题多数来源于数学的 外部； 在研究的动 
力（目的）和美学观点上也有些 差异. 另一类应用数学研究是数学与别的学科领域 
的交叉，相互渗透，互相促进，以揭示该学科中重要的数学结构和解决有关问题为 
目的.第三类应用数学研究是面向国民经济系统、军事系统和社会发展系统，以解 
决这三大系统中提出的现实问题为目标.他认为在中国这三类研究都很重要，都有 
很好的前景.在当今之中国，这三类研究力量最弱的是第三类,而我国国家发展急 
需大量的这类研究.因此，他主张大力发展第三类研究，以形成中国应用数学的特 
色. 

华罗庚确定他领导的中国应用数学的主攻方向是如上所述的第三类研究.因为 
第一、二类的研究与纯碎数学研究在思想和方法上比较相近，在华罗庚倡导应用数 
学之后，已经有一批原来在纯粹数学领域工作的数学工作者转到这上头来了，一般 
说来他们都有不错的成绩.第三类研究具有特殊的难度.首先它的“问题”来自数 
学的外部，是从经济、军事和社会发展三大系统中提出来的“问题”，这种“问题”出 
现在你面前时还仅仅是一种自然语言的推述，还远不是一个数学问题，把它变成数 
学问题，需要经过 提炼; 难度就出在这种对“问题”的数学提炼与加工上.数学修养 
不同的人，对同一个“问题”的提炼与加工的结果不同.即使两者都是“高手”，由于 
他们可能站在不同角度观察同一个“问题”，其结果也不一样.这种把实际“问题” 
提炼加工成数学问题，通常称之为数学建模.这种建模成功还依赖于能否找到恰如 
其分的数学概念与表达形式，以及随后能否找出合适的分析与求解的有效技巧.这 
种抽象过程中，简单性 ( simplicity ) 与美 ( elegance ) 获得了绝对的重要性.还应当着 
重指出，不是所有的实际问题，都可以用现有已知的数学语言去描述它.原则上讲， 
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数学的一个重要特征是它的普遍性.有的数学家说,一切“问题”都是数学 问题; 也 
有的数学家说，人类所有知识的每一分支几乎都可用数学来分析.但是，把一个活 
生生的现实“问题”要变成一个数学问题，做起来是不容易的 • 

不论是纯粹数学还是应用数学，问题的提出和解决，都促进了它们的发展.纯 
粹数学家和应用数学家都是面对“问题”工作，只不过纯粹数学家是面对真正的数 
学问题，比如哥德巴赫猜想、费尔马 猜想； 而应用数学家面对的是实际问题，一个还 
没有转化为数学问题的真实的问题. 

严重的现象是,在数学社会里存在着一种偏见，人们看重真正的纯粹数学问题， 
而轻视从实际问题中提炼出来的数学 问题； 更严重的是认为纯粹数学面对的问题需 
要高智黻的劳动,而应用数学面对实际问题的研究则不需要.华罗庚反对这种看法， 
而且用自己的实践证明，面向实际问题的应用数学研究需要很高的智慧能力，同样 
显示出很高的创造 精神. 当然由于问题的本质不同，必须对不同质的创造物有不同 
的评价标准. 

另一种偏见是对解决问题的过程持不公正的态度.纯粹数学中的一些问题的解 
决过程可以历时100年、200年、300年，甚至 更长. 人们已经取得共识，一个问 
题虽然历时一个世纪、二个世纪未彻底解决，但它的每一步进展都受到赞誉.比如 
费尔马猜想,历时300多年，人们在奋力解决这个问题的过程中，引进了许多新的 
技巧与新的概念.这些新技巧、新概念正是纯粹数学创新的重要形式，它们已渗透 
到大部分数学之中.应用数学中的问题（本书中的应用数学主要是指华罗庚的第三 
类应用数学）则不允许有这样的时间童度.倘若你不能在短期内解决你面对的实际 
问题，人家就会有非议，即使你有阶段性的进展，除了 “高手”会赞誉你外，一般人 
反而会奚落你.这种习惯势力，对应用数学的发展是极不利的.当然，应用数学面 
对这样的实际问题，本身有时效要求，你若不能在短期内解决它，它己变成了另一 
个问题.如果再从效益上去评判你的工作，问题解决不好就已造成了效益上的损失. 
这是纯粹数学问题所不存在的，这也是纯粹数学研究与应用数学研究的重要区别 
之 _ . 

华罗庚在中国倡导、尝试、试点、普及应用数学的年代，中国的政治、经济和学 
术环境都不利于应用数学工作的开展.这是本书所指的第三类应用数学具有特殊难 
度的又一个原因.在这种环境中，一般数学家即使被迫下厂下乡，想让数学方法为 
人民服务，或想面向实问题，提取出数学问题，而后解决这个实际问题，那是非常困 
难的事情.华罗庚选择的主攻方向，是明知山有虎，偏向虎山行.首先他看到这个主 
攻方向在应用数学中的重要地位，其次他认为假若他不去闯这条路，别人就更难了. 
他认为他有他的优势，因此责无旁贷，毅然在纯粹数学在中国已完成开创性工作后， 
决心探索应用数学的新路子.这条新路的开拓是如此之难，凭着他的髙深学术造诣， 
凭着他从40年代开始的构思、倡导、尝试和1958年开展群众性普及线性规划等 
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的经验，他完全清楚这条路要先普及后提高，而且多年一直在选择普及技术，在选 
好普及技术之后（完全选对了)，在第一次试点时，半年时间的努力，基本上失败了. 
这件事如果发生在别人身上，可能的结果是偃旗息鼓而退，再也不敢试了.可是华 
罗庚，不，他总结经验教训继续试点.由于他的普及数学方法的努力，1975年以后， 
中国的应用数学事业有了新的转机,有了一个开展工作比较好的基础.历史应该记 
下这一笔，因为年轻数学工作者是不知道这个过程的. 

应用数学研究成果的表现形式，按照华罗庚的分类观点 来说： 第一类是应用数 
学的基础理论研究，它的评价标准与纯粹数学基本上 一样； 第二类应用数学研究的 
成果评价，要结合交叉学科的评价 标准； 第三类应用数学研究成果的主要表现形式 
是研究报告，研究报告的核心是数学思想与技巧.评价这些成果大致从以下几个方 
面： 

(1) 问题的现实重 要性； 

(2) 问题的难度与复 杂度； 

(3) 成果产生的效益（经济的、社会的）及对科技进步的推动 作用； 

(4) —个解决问题好的成果也还 具有： 构思巧，思想妙，方法实用、有效，文体 
清楚，方法技巧简单和易于普及推广，等等. 

在应用数学中，数学思想与技巧主要指的是把实际问题变为数学问题的建模 
及其对模型求解的算法思想与技巧.大多数数学家都认为一种数学模型与算法是 
创造物，是一种艺术品，而纯粹数学研究的成果主要表现形式的核心——定理， 
只是发现物.因此，华罗庚和许多数学家都认为应用数学研究难也就在于此.任 
何在应用数学中的概念、思想与技巧上的创新，应得到与纯粹数学研究一样的高 
度 评价. 要克服在数学社会中存在的偏见（认为只有纯粹数学研究才需要高水平 
的智力劳动，而应用数学是低水准的，对数学家是无挑战性的)，只有通过实践给 
予回答.华罗庚通过他在真实世界中的应用数学工作，展示了巨大的创造性和智慧 


普及推广型与创造型 

运筹学与应用数学有基础理论研究与应用研究之分，在应用研究中又有普及推 
广型与创造型之别，这是华罗庚的观点. 

华罗庚把应用数学大致分成三类，其中第一类侧重于基础理论研究，而其它两 
类侧重于应用研究.这是一种大致的分类，不是绝对如此.即使是基础理论研究工 
作，也要关心应用前景以及普及推广的可 能性； 其它两类研究，也有基础理论研究 
的内容，而且华罗庚一再强调只有理论站得高，应用研究才能做得好.在这两类研 
究中，人们更容易想到研究成果的普及推广工作.对于一个好的便于普及的数学技 
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术，在一定的时期内组织相当规模的队伍，去普及推广这种技术，于国于民是很有 
益的，这种应用研究是很有意义的.华罗庚在中国探索应用数学发展道路时，第一 
步就从普及好的数学技术做起，而且做得很有创造性.这为中国今后的数学普及工 
作树立了光辉的 榜样. 华罗庚更强调应用研究中的创造性.在他看来，没有创造的 
应用研究就像生命没有灵魂.所以他的普及工作始终贯穿着创造精神.对于交叉 
型的应用研究和面向三大系统（或说面向实际问题）的应用研究.他更强调创造性. 
他认为没有创造思维的人是无法进行这类研究的_因为这类研究面对的只是活生 
生的实际问题，而不是数学问题,这与进行应用基础理论研究和普及推广工作不同, 
在进行应用基础理论研究时，面对的是数学问题，有一定的数学基础还能进行一定 
的 思考; 在进行普及推广工作时，手中已掌握一些数学技术，目的在于把它用好.因 
此,他认为面向实际问题以解决实际问题为目标的应用数学研究，需要高素质的应 
用数学人才.所谓髙素质就是具有特殊的创造思维，很善于从实际问题中创造性建 
模,并能给出有效的算法.在中国开展应用数学的创造型研究和培养能进行这种创 
造型研究的人才，这是他探索中国应用数学道路的核心问题.在中国，开展普及数 
学方法的道路的探索，应该说他成功了.但花费的时间和精力，似乎太大了.与他 
进行的纯粹数学研究相比，他并不满意.他 说:“ 我过去搞纯粹数学,每过四、五年 
就能对一门数学略有成就，现在搞数学应用与普及，搞了这么多年，还觉得未入门 
呢!”这当然还说明应用数学之难. 

在这里我们想说一句题外话,华罗庚对搞应用数学是有很高标准的.他在许多 
场合，特别是文宇表述的场合，都只提自己搞数学应用和数学曾及推广工作，很少 
提自己在搞应用数学.直到1984年3月，他在上海教育出版社为他出版的《华罗 
庚科普著作选集》的首页一 “感谢”中，还是这样 提法: “在我从事数学普及工作 
的30多年中，…”，“特别在我从事‘优选法’与‘统筹法’推广工作的近20年中， 
…” . 这使我们更清楚地认识到，搞应用数学是不容易的. 

华罗庚从事的普及推广型工作：“历时20年，走遍了我国20多个省、市或自 
治区，几百个城市，几千个工厂，给数以百万计的工人师傅、技术人员与厂矿领导 
讲过课”.这在古今中外是史无前例的.这种普及推广工作不但为国家为人民创 
造了大量财富并产生了重大的社会效益，而且更为重要的是为中国应用数学的发 
展，打开了大门，铺平了道路.光是破除人们对数学的神秘感的功劳，就是不可估 
量的.许多数学家都清楚地看到，要开展应用数学研究工作，首先必须破除人们对 
它的神秘感,尤其像在中国这样文化素质很低的国家中开展应用数学工作，更要先 
破除人们对数学的神秘感.华罗庚在中国普及数学方法的开创性工作在国际上引 
起了极大的反响.国外数学家评论 说:“ 他拥有威仪的相貌、迷人的个性和丰富的 
想象力”，“他用惊人的勤奋和…炽烈的热情，教育他的人民运用数学”，“全 
世界没有一位数学家曾经像他这样做过”，“从来没有过一位数学家有他这么多听 
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众”.他的数学普及教育思想冲破了中国几千年传统的孔夫子思想，他普及数学方 
法，在学术上洞察之深、选材之妙、加工之巧、表达之深入浅出、行动上之魄力, 
足见其是世界上伟大数学家之一 •他为中国普及推广应用数学方法花费了太多的 
精力. 

华罗庚更重视他所认定的应用数学创造型研究.这是更难的一个层面.他想先 
普及后提高,创造型研究放在第二步进行，由于他在普及推广型（第一步）上花费太 
多时间与精力，第二步大力推行,在他有生之年是来不及了.但是由于他顽强的创 
造精神，还是为我们留下了一个 范例. 那就是数理经济方面的研究，他是面向中国 
当时实际的经济系统，对这个实际系统进行调査研究、系统分析，建立了相应的数 
学模型并利用数学工具给出了解决这个实际问题的最优策略.我们己经在第八章详 
细介绍了这个创造型的应用数学研究 工作. 我们说，华罗庚为我们留下了一个创造 
型应用数学研究的范例，是想提醒人们注意，虽然他研究的经济系统在我国已经成 
为过去，他提出的特征矢量法没有发挥太大的效益，不能像“优选法”和“统筹法” 
那样进行 推广. 但是对一个复杂的经济系统的分析技巧,解决问题的思路，为后人 
树立了范例.甚至他对那个经济系统最终的最优解的形式与内容都与国内外常见 
的最优解 不同. 这种创造性工作，正是他所提倡的，这是他的追求. 

这个范例的另一个背景要在这里提及的，那就是它的产生过程，因为这个故事 
本身也很令人深思，给人以启迪.事实上，这个故事在许多文章和专著（如王元著 
的《华 罗庚》 和本书的前面）都提到过，简而言之，华罗庚是在60年代初就关注这 
个问题，稍后就有了结果，但在“文革”期间，所有手稿被“査抄”，散失殆尽，后来 
就没有下落了.他很痛心，其它手稿被窃，他就认了，唯独这经济方面的工作，他心 
放不下.这正是他对应用数学分类中的第三类的典型工作.他一直想重新回忆这方 
面 研究. 人所共知，要想回忆恢复一项过去的工作,在资料丢失殆尽的情形下，谈何 
容易. 再说他普及推广工作置太大，耗掉了他大量的精力.直到他心脏病发作，病 
倒在医院，医生不让他工作的情况下.他把精力集中在两个问题的思 考上：一是中 
国应用数学路子怎么走，以当时来说就是普及工作怎么继续往 下搞； 二是重新考虑 
经济系统的最优化问题，把它重新写出来,经过艰苦地努力，他实现了.这真是拼了 
命抢回来的研究成果 . 1983年他把这个成果投到《科学通报》，后来在《科学通报》 
上全文发表了. 

华罗庚对他在经济系统的最优化工作，看得很重，在《科学通报》上发表时，定 
名为“计划经济大范围最优化的数学理 论”. 他曾经对杨德 庄说: “一个人的工作有 
几项，比如讲有两三项,在历史上留下来就很了不起.一个人一辈子发表了几百篇 
论文、许多著作，真正能在历史上记一笔的就那么几项,其它就随风飘了”.他在谈 
自己工作时,在应用数学方面，就提到了 两项： 其一是分圆域方法，其二就是上面提 
到的经济系统的 工作. 分圆域方法是数论在近似分析上的应用，后来在交叉学科有 
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广泛的应用，但方法论上说，仍属于纯粹数学的.这种创造性工作实质上是纯粹数 
学的创造性工作，不过它已属于应用数学的范畴.他认为经济系统方面他所进行的 
工作是应用数学的创造型工作.他说从60年代初开始，20多年来为中国应用数学 
做的工作，主要是建了一个“门”.“门”字的两竖杠是两根 柱子： 一边是“统筹法”， 
另一边是“优选 法”； “门”的横梁是“特征矢量法”.可见他把经济系统优化工作 
看成是提高型的.在“计划经济大范围最优化的数学理论”的文章中，他明确指出， 
统筹法和优选法可以做为他经济系统优化理论的基本的基础性方法. 

华罗庚还特别善于抓住别人工作的创造性要点，有的连做那个工作的本人都没 
注意到，经他一点，豁然开朗，认识就上了一个层次，有的就形成了新的思想. 

下面仅举一个实例. 

1969年底开始，中国科大被迫下迁合肥，1970年华罗庚到上海进行第三次试 
点,试点成功，然后逐步形成了普及推广小分队，在全国各地进行普及推广工作 . 70 
年以后，到合肥的人再无法出来参加这种普及推广工作，迁到合肥后，中国科大一 
度归当时的三机部（航空工业部）领导，中国科大的教育革命，师生下厂接受“再 
教育”，只能在合肥或全国三机部工业系统的工厂中进行.当时也强调理论联系实 
际，赶着知识分子“臭老九”下厂.数学系下厂能干的事就是普及推广“优选法”和 
“统筹法”，同时也想探索一下数学的应用.龚升、杨德庄、陆洪文等一批教员到西 
安三机部几个大厂，如红旗公司、庆安公司、黄河公司，以及闫良的红安公司、耀 
县的试验基地，有的人后来还到贵州三线、南昌等地的三机部大厂.这种广泛的接 
触实际对应用数学工作者来说是很有好处的（至少在客观上是如此).一个偶然的 
机会，他们接触到一个非常难的实际问题——电力变压器优化设计问题.当时是 
1975年初，实际工作者告诉他们，我国电力变压器设计还处于手工计算 阶段； 设计 
一台符合国家规定指标的变压器，需要集中全国最大的几个变压器厂的一批工程技 
术人员于某地，对变压器有关参数，不断地反复地进行调试计算，经过几个月最后 
才能找到一组参数值，满足各项国标要求.他们说能不能用电子计算机来代替手工 
计算,进而能不能再通过计算机计算不但找出了一组参数值，使变压器各项指标达 
到国标要求，而且使变压器造价（或10年变电成本）最低（也就是达到优化设计). 
人们还告诉他们，从1963年开始，我国变压器研究所和最大的变压器厂——沈阳 
变压器厂，有一批高水平的工程技术人员在研究这个问题，但尚未成功.当时他们 
决定试一试.这是他们第一次面向一个实际问题，通过建模求解，达到解决这个实 
际问题的目的.也就是第一次碰到华罗庚应用数学分类观的第三类 问题； 过去他们 
也建过模型，那都是一些线性规划和农村数学方面的小模型.为了真实描述变压器 
各参数所决定的几何形状和各规定的指标，同时要考虑材料规格限制以及我国工厂 
生产的工艺水平.他们完成了建模工作，但模型非常复杂.变量既有连续型的，也 
有整数型的，中间计算过程的表达式中，函数套函数有的达到几十重关系.用一般 



附录 （ II ) 应用数学之观点与方法论 


•295 - 


的方法解这样大规模的混合型整数规划问题是不可能实现的.后来他们用了一个 
特殊的思想和技巧,在当时仅有的第一代电子管计算机上实现了求解算法.所得结 
果不但完全符合生产工艺要求而且是优化的，经鉴定认为，他们创造了一种设计变 
压器的新方法，这个新算法在电子计算机上实现了，在当时是很难得的，达到了很 
髙水平，填补了我国电力变压器设计上一个空白.当他们把这项目研究成果发表的 
文章送给华罗庚时,他非常高兴 . 1976年6月24日，他给杨德庄写信，对在变压器 
优化设计上所取的成果表示祝贺，信 中说: “向你们热烈祝贺，科大数学系走上毛主 
席指引的光明大道了 

华罗庚认为这是应用数学创造型研究一个很好的实例.他说这正是他第二步 
要开展的应用数学研究工作.他还说在当时如果大力提倡建模和利用电子计算机, 
那是不合适的，而且对应用数学在中国的开展，不是促进而是适得其反.中国当时 
还处在普及阶段，只有第一步普及搞好了，才有第二步的深入、提髙.再说当时电子 
计算机还很少，还是稀罕物.但是他珍惜这种研究，鼓励人们继续探索，当他听完杨 
德庄口头报告后，他眼睛一亮马上指出，在当时进行这项研究有以下几个不 容易： 
(1) 建立数学模型不 容易； （2) 利用计算机不 容易； （3) 用别的目标函数替代原来的 
目标函数的思想的提出不 容易； （4) 根据目标函数特性给出平面对分法的算法不容 
易. 

由此可见,华罗庚对应用数学创造型研究是久思在心的，是特别敏感和关注的. 
得到华罗庚的肯定和夸奖，对应用数学工作者来说，是极大的鼓励，而且能站在更 
髙的境界总结前面己进行的研究工作，把“珍珠”留了下来.以上所说电力变压器 
优化研究项目，由于原来的目标 函数： 造价或10年变电成本（求其最小）表达式异 
常复杂，给寻找优化方案造成了困难，为了克服这个困难，他们通过分析,找到了一 
个物理上等价的目标函数（它不是数学上一一对应的等价)，用它来替代原来的目 
标函数.这种替代不影响原问题的本质，可是由于它的替代后形成的新问题，在算 
法研究上发生了质的变化.问题一下子变得容易求解了.华罗庚肯定了他们的这种 
替代思想，引起了他们自己深思，并在尔后的应用研究中，常用此法，不但用在变动 
目标函数上，而且也用在更动约束条件上，每一次都很成功.逐渐地他们领悟到了 
一种思想，这种思想对于解决面向实际问题的应用数学研究是行之有效的，他们称 
这种技巧为更动目标法或更动约束法.这种技巧与华罗庚最提倡的模型算法一体 
化思想相配合，是应用数学创造型研究的有力武器. 

数学家常说，数学既是科学又是艺术，真与美同样重要，这主要是对纯粹数学 
而言； 对纯粹数学，人们常把它的成果与建筑学（它也是既是科学又是艺术）中的 
建筑物类比，既要功能好又要求造型美.对于应用数学来说，当然也可以这样类比, 
但似乎更确切的应该是与军事学（它也是科学与艺术的结合）中的战役类比.这里 
又得说明应用数学指的是面向实际问题，以解决实际问题为最终目标的那一类应用 
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数学.人们可以从古今中外的战争案例中得到启发，几千年的战争史，没有一个军 
事家去研究任何一场战争如何用一个统一的模式去打.著名的兵书，都只谈战略战 
术的原则，如孙子兵法十三篇.所谓名战役都是指出奇着取胜的战役.这里评价创 
造性思维，不是兵书上的教条或套用了以往那个案例，要的是实效而不是摆什么阵 
势. 毛泽东的军事思想在创造性与灵活性上达到了一个很髙的髙峰，人们从毛泽东 
指挥过的大量战争中受益匪浅.反面的案例也是多得很，人们也可以从中得到启发. 
曾格林沁把淸军摆成一排一排地冲向侵华帝国主义军队，面对洋枪洋炮，白白送死, 
多么愚蠢!如果用毛泽东军事思想（以消灭敌人有生力量为目标）来指挥,你可以绕 
到敌人背后打它，或把敌人引入死胡同，关起门来打狗.在中国自己大地上进行反 
侵略战争，竞然不会灵活地利用地形地貌、天时地利，岂不可笑！ 

在用应用数学解决实际问题时，也是 这样： 在数学上拼个高低，似乎不是聪明 
的 做法; 避开数学上的难点、迂回取胜的做法，应当受到称赞，值得提倡，它是应用 
数学的一种境界.创造性思维表现在实效上，用“简单”、“初等”的办法抓住实际 
问题的特殊本质，“吃掉”它，这就是美.它不在乎于采用什么“理论”、玩什么“花 
样”.华罗庚强调的应用数学创造性研究，其创造性和灵活性的含义与纯粹数学研 
究的创造性，既有相同的地方又有其特点和独到之处.在谈到创造性问题时，华罗 
庚特别指出在一些人中，存在奴性和自卑心，什么都得看外国人怎么说，看人家眼 
色，人家说“是”才算数.比如他从事应用数学探索工作,这个工作要从普及做起, 
结果引来了四面八方的非议.这些非议有的是受外来思潮影响的，说什么大数学家 
去搞普及,难以理解.后来外国人说这种普及工作有创造性,这是百万人的数学;人 
家肯定了，这些人的心也就平静了.华罗庚说，我行我素，我千我的，认定方向是对 
的，就坚决走 下去； 做在我、评在你.你看他满腔热血、对应用数学的探索多么热 
忱、自信、独具英雄气概.不愧为大师、不愧被外国人称为中华民族的民族英雄. 

当华罗庚与西方世界隔绝 30 多年，1979年第一次出现在欧洲国际学术舞台上 
时，西方学术界为之震惊！当时国内数学界有人担心华罗庚讲数学应用与普及，没 
什么 可讲； 有的还担心普及的东西水平太低，影响他的形象.华罗庚知道自己从事 
数学普及工作的创造性水准，他极其自信、他堂堂正正地站在英国、法国、德国、美 
国、日本……等国家著名的国际学术讲坛上，介绍他如何用折迭纸条的办法给 
中国大众讲解优选法中的“黄金分割法”.他最后几分钟站的一个讲坛——曰本 
东京大学的讲坛上，留下的一张珍贵照片，他手中拿着纸条正在讲解…….这么 
多国家的数学家在聆听他的普及数学学术报告，没有一个不折服他的创造性的形象 
教学法，以及这种形象教学在中国大众中产生的数学教育的效果.他们认为“华罗 
庚站在学者与教师崇高的地位上，……，他不仅是一位卓越的研究工作领导者，而 
且是一位多层次教育的杰出导师”. 

我们应当树立我们自己的自信心，发挥自己的创 造力； 我们也要善于学习人家 
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的长处，继续探索自己应用数学的道路. 


道路、思想与方法 


华罗庚对于在中国如何开展应用数学研究,这条道路怎么开辟，怎么走？ 40年 
代有个美好的设想，他希望有人去干他所罗列的应用数学条目，结果落空 . 50年代 
在他受命组建中科院数学所时，他主张数学所里面应包括计算数学、力学、理论物 
理等研究室，希望数学能跟有关学科加强相互间的有机 联系； 应用数学能用这种方 
式先打下基础再发展起来.这也有利于那些科学的发展，结果也未能实现.在制定 
我国 U 年科学发展规划时，他又一次强调应用性比较强的数学分支，如概率统计、 
微分方程的发展.当时中国的情况是用“理论联系实际”作为批判旗子，但谁也不 
知道怎么“联系”实际，谁也不知道怎么搞应用数学.结果反而把一心想发展中国 
应用数学、而且搞应用数学尝试最多的华罗庚,貼上不搞应用数学的“标签”，予以 
批判.这迫使华罗庚提早“下水”探路，探索在中国发展应用数学的道路，他说 :“看 
谁搞的是真正的应用数学?” 

本书前面许多地方都提到华罗庚决心探索中国应用数学发展道路后，遇到了重 
重困难，开头真是无从下手.他和王元到处寻找数学能用得上的问题，这是一个非 
常艰苦的 过程. 应该说那时在中国大规模地开展应用数学工作，时机还不成熟.原 
因之一是当时数学界对应用数学的认识是很肤浅的，不知什么是应用数学，不知怎 
么搞应用 数学. 人们甚至不知道怎么用数学.当时比较适合为数不多的数学工作者, 
开展华罗庚应用数学分类观中的第一、二类应用数学 研究; 原因之二是当时社会对 
应用数学的需求还不够.应用数学与纯粹数学不同，纯粹数学的发展有其自身内部 
的矛盾推动.应用数学发展除了它的内因外，非常重要的一点是外界社会的需求推 
动.华罗庚选择了普及数学方法做起的正确道路，即使是这样，好不容易选择了“统 
筹方法”作为普及数学第一法，在第一次试点时，几十名师生花半年的时间基本上 
失 败了. 这说明难！在当时这是有风险的！华罗庚尽管站得高、很自信，他说他有 
他的“优势”，毕竞这也是一种冒险行为.因为社会上人们不认识数学有用，工厂工 
人数学文化素质比较低.你用普通的教学法教他，他不懂.所以华罗庚在普及时，首 
先要有创造性的教学法.这只有华罗庚这样到处充满创造精神的数学家才能办到. 
第一次试点失败，华罗庚有魄力进行第二次试点，这大概也只有他能达到这种境界. 
这里他说的“优势”确实起了决定作用.我们理解他的“优势”就是他从年轻时代 
起磨炼的品格、学识、顽强拼搏精神和他特具的方法论，以及他在中国人民心中形 
成的权威.如果不是华罗庚而是别人,也选择从普及数学方法做起的道路，在当时 
的中国经济社会发展水平，此路恐怕难通.头一次试点一旦失败，各种非议扑面而 
来，一般人是吃不消的. 
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在世界数学史上，从纯粹数学家走向应用数学家，或者既是纯粹数学家又是应 
用数学家的伟人是极少的_这样的伟人有一个共同的特点，就是其方法论的独特性. 
有的大数学家，他完全是纯粹数学家,他的方法论非常适合于在纯粹数学领域攻坚, 
但不太适合搞应用数学，即使逼着他去搞，比如二次大战形势 逼迫； 又比如中国当 
时“数学理论联系实际”下厂下乡的强大压力，他只能屈服去劳动，但他决不会走 
上应用数学的道路.华罗庚的方法特点中适合搞应用数学 的有: “华罗庚数学工作 
的特长是他的初等与直接方法（冯康)，“一些对华罗庚了解不深的人往往以为他 
的最大优点是逻辑推导与计算能力强，其实他最强的数学才能恰好是他的数学直 
觉“华罗庚的另一个特点是先从一个具体而简单的特例着手研究的单刀直入式 
的研究方式（王元)，正是这种方法论上突出的特点 :“初 等与直接的方法”、极强 
的“数学直觉”、“从具体而简单的特例着手”、“单刀直入式的研究方式”……才 
正适合于应用数学研究，成了华罗庚应用数学研究在方法论上的基石.华罗庚在中 
国科大设立应用数学系，进行应用数学人才培养工作的试点.他希望学生学好数学 
基础理论，同时还特别在方法论上给学生以启发.他的讲课不但深入浅出，触类旁 
通，举一反三,而且反复告诫学生没弄懂2维、3维的，就不要跑到 n 维去，反复强 
调以下的蜾旋式上升的认识辩证关系（见下页图). 

探索应用数学发展，不同国家有不同的 道路； 在同一个国家，不同的领头人就 
有不同的道路.中国的领头人华罗庚20多年带领大家走过的是一条特殊的路.评 
价他走过的路,那是后人（数学史家）的亊情.毕竞中国由于华罗庚的探索和开拓精 
神、探索和开拓的不懈努力，中国的应用数学走出了一条路子，有了现在的面貌，为 
今后的发展铺平了道路.过去是走过来了，但只走到现在，今后怎么走？今后的路 
在何方？还要继续探索，这也是华罗庚最为关心的问题. 



路是人走出来的，人才（应用数学人才）在什么地方？应用数学的人才又怎么 
培养.这也是他关心的另一个重要的问题. 

华罗庚对普及数学方法，经过20多年的实践，已经有了一套比较成功的做法, 
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包括普及数学方法的人才（队伍的组成）的培养.他认为在他带动下这条路是闯通 
了，有待于进一步提高、扩充、巩固，以求不断的发展.这是应用数学的一个重要部 
分，这种大众数学是应用数学更高层次发展的基础，应该有一批骨干力量在其中组 
织、领导，开展群众性运动. 

创造型的应用数学，更需要探路.华罗庚希望有人去探路，他说他在应用数学 
方面，除了分圆域方法和建了一个“门”（门的两根门柱子是优选法和统筹方法，横 
梁是正特征矢量法）外，更多的是道路探索和方法论上的收获体会.他希望这些收 
获、体会能给后来探路人以帮助.一切有志于应用数学的人，所面临的第一个问题 
就是选择自己的位置，确定自己在应用数学的哪类领域中工作，是側重于普及型还 
是侧重于创造型.不管你在哪个位置，华罗庚告诫 大家： ①每个人应当有自己的阵 
地; ②一切都是实力政策.你必须做出成绩，显示出水平.不论别人评价你还是自 
己对自身的评价，都是这样的. 

探路，不仅指的是如何发展中国应用数学道路的探索，而且是指个人如何走应 
用数学道路的探索，在个人探索的道路上，方法论是尤为重要的.在面向实际问题 
的应用数学领域里，当你一个人或一个群体面对一个实际问题时，你怎样下手，如 
何深入，怎么发挥你己有的数学武器的 作用； 怎么从实际问题中提取数学问题，数 
学问题怎么求解，怎么研制算法软件，计算机上算出来的结果与实际问题相 符吗？ 
如果相符，你怎么实施，如何判定实施后的效果.如果不符,你怎样从头开始.假如 
你面对的实际问题，非常复杂而且有许多不确定的因素起作用，用数学去描述它很 
困难，你又怎么办？面对这些问题，方法论是重要的.它引导你如何入手,给你思考 
问题，解决问题的总思路、总框架，或者说大致步骤与程序，加上各人的理论修养、 
自身的经验和悟性，灵活地创造性地应用.实际问题就可能得到解决. 

当代以解决实际问题著称的智囊团都有自己独特的方法论，比如兰德公司的系 
统分析方法论、贝尔公司的系统工程方法论……，著名的科学家都有他个人独特 
的方法论,这些都生动地展现在他们的传奇传记中.这里我们不想也不可能全面地 
阐述华罗庚的方法论.我们仅对华罗庚在探索中国应用数学发展道路上逐步形成的 
应用数学方法论，根据华罗庚在日常工作、生活尤其病在医院中对我们语重心长的 
教诲和人生漫谈，以及他一生的言行中，归纳出几个创新点，叙述其简要内容. 

1. 模型论 

华罗庚赞成这样的 观点: “一切问题都是数学问题“高技术的本质是一种数 
学技术因此,他对如何把一个实际问题变成数学问題的技术，也就是建立数学模 
型的技术，非常重视.谁能抓住某项高技术之本质是某种数学技术，他就给予极高 
的评价.在纯粹数学领域，说某项结果“令人惊奇”或“漂亮的论证”，那是一种很 
高的 赞誉. 华罗庚对某项高技巧的建模工作，也常用“漂亮的模型'“令人惊奇”予 
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以赞誉.怎么才能把建模工作做好，这不是一句话就能解决的事.在建模之前必须 
对该实际问题的背景，物理结构框架、逻辑结构运行框架、关键参数及其关系，已 
占有信息进行系统分析.这首先要进行周密的调査研究.这种有明确目的之调査研 
究是建模的关键.在调査研究的过程，要善于学习，学习自己不熟悉的东西;这就要 
接触很多外行和同行的专家，因此要善于团结.这个过程很艰苦，纸上谈兵，蜻蜓点 
水，要切忌，因此，要实干.他很赞成建模过程的“泡”和“悟”，“泡”就是深入实 
际，把自己思想技巧与实际问题及其背景泡在一起，与多学科合作者、实际工作者 
泡在一起，这有一个艰苦的过程，才能抓住问题的实貭，反对下车伊始就发言、就建 
模； “悟”就是在这整个过程中，不断地去悟出问题的特性、解决问题的真谛. 

既然一切问题或者说一切亊物都有其数学结构，那么作为应用数学工作者为了 
解决这些问题，就要善于抓住这些问题的本质，描述其数学结构，建立其数学模型. 
换言之，一切问题都有其数学模型，要解决我们所关心的某个问题，首先就要对它 
建模.这就是华罗庚的模型论. 

当然世间事物千差万别，有结构化问题，也有非结构化 问题; 有肯定型的，也有 
非肯定 型的; 有精确决策，也有模糊 决策; 有静态的，也有动 态的; 有连续变童的，也 
有离散变 量的: ……,但不管怎样，总可以用某种方式去建立数学模型. 

2. 棋型算法一体化、“四步 * — “五步 * — “四步 * 



有位著名应用数学家在长期的解决实际问题的过程中，总结出了一套解决实际 
问题的方法论，称“四步”方法论.华罗庚很赞赏这位应用数学家的“四步”，以上 
己经说明华罗庚很重视建模的过程，认为这是解决问题之关键.因此,他在“四步” 
的基础上加上一步，形成了 “五步”方法论.这加上的一步叫做调査研究和系统分 
析，加在建立数学模型之前.他强调这一步的重要性，认为一切产生于调査研究之 
后，数学模型建立的好坏，关键在于这一步，在于调査研究和系统 分析. 
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我们在华罗庚指导 下经过 长期的研宄与实践,在方法论上，又把“四步”或“五 
步”中的建立数学模型与求解算法合成一步，这样把两步合成一步统一为一体的思 
考，提高了建立数学模型的创造性,称之为 


“模型寓于算法，算法嵌入模型•” 

这种思想方法的重要性在于： _ 

(1) 避免了模型与算法分离造成的算法研究的被动和难度.同一个实际问题可 
以建立许多不同的模型，按自然语言翻译成数学语言的建模工作，，仅是描述而无目 
的性属于初级建模，它给算法研究带来被动，往往难以求解或无法求解.“新手” 
多属 k 类，自于无法求細 m ， 麵#法-佩麵考，可 
以尽量避免由于模型和算法分离造成的算法研究的被动. 



“五步”方法论 



后“四步方法论” 
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(2) 拿现成模型去套问题，这又是“新手”的通病，加上急于求成，更易患此病. 
新的思路就可以避免之. 

(3) 可以避免建模工作中的先入为主的毛病，建成模型后如果不适用，一般人 
很难重建，缺乏经验的新手，易陷入绝境，即如果只顾用数学语言描述问题，这样的 
模型一旦在脑中先入主,很难自拔. 

(4) 模型算法统一为一体的思考方法，是以解决实际问题为最终目标的，为了 
解决实际问题，建模者不但要充分调动自身的知识库和方法库，还要善于学习，向 
实际学习，向别的学科学习，利于自身技能的提高和多学科之间的协作以及知识的 
交叉与综合. 

(5) 模型算法统-为一体的思考，更能 做到： 抓住问题特殊性，建立特殊模型， 
给出特殊算法，问题解决得更加有效. 

(6) 新的建模思想集中体现了数学思想与技巧在应用数学中的运用，同时也是 
应用数学美学观点的集中体现（如同纯粹数学).便于提高应用研究队伍的技能，提 
高其对应用数学的兴趣，培养其数觉，数觉是小平邦彦提出来的.纯粹数学和应用 
数学研究都强调数觉，应用数学研究也许更应强调数觉，因为大多数应用数学是属 
于直觉主义流派. 

3. 更动 目标函数或约束条件的思想 


从应用数学的基础理论研究角度考虑问题，它关心优化数学模型的一般理论与 
方法的研究.比如,线性规划的一般理论和算法的研究（诸如单纯形算法 、 Karmarkar 
算法等等)，以及非线性规划的一般理论和算法的探索.他们认为既然有了线性与 
非线性的一般数学模型，数学工作者的任务就是研究其•般算法.这种从一般性、 
普遍性的角度去研究事物是非常重要的，这是人类认识世界的重要方式. 

从应用数学的应用研究角度考虑问题，它直接面向实际问题，最终目标是解决 
实际问题.它更关心实际问题的特殊性，这也是人类认识世界的重要方式.当然人 
们很希望有一般理论与方法能套用在该问题的解决上（这是求之不得的好事).但 
是，往往一般理论和方法还处于初级阶段，还远不能适应这种需求.在这种情况下, 
先去追求一般理论和方法的研究，再用它去解决实际问题，这种途径，一般说来是 
不科学的、不现 实的； 另一种途径就是特殊问题特殊解决，寻求具体问题具体分析 
的做法，建立特殊模型，给出特殊算法，尤其是模型与算法一起考虑的思路. 

实际问题往往非常复杂，对其了解、分析透彻的，可以走模型与算法合二而一 
的途径，普通研究者还不能完全做到这点.模型既要不失真，又要有特殊算法与其 
配合，这非常难！因此，以自己最好的方式完成建模后，往往还需要进一步研究算法, 
此时有两条路子，其一是循规蹈矩的数学化 研究； 其二是灵活的数学化研究. 
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灵活的数学化研究,就是根据问题的特性采用特殊的数学技巧，适当地改变其 
目标函数或约束条件，既不使改变后的模型失真，又使改变后的数模具有特殊的算 
法.其背 景是： 一个实际问题有很多数学模型，而这些数模的最优解是一样的.这 
很多个数模中有一类（或一个）是与自己己建立的数模在目标与约束上具有大致相 
同的形式，只在目标或约束上，稍有区别.但正是这样稍有区别之别,往往给我们解 
决问题带来转机，能够形成特殊算法.循规蹈矩的数学化研究，实际上是完全受缚 
于已建立的数学模型的目标函数和约束条件.这种固定模型的严格化处理，可能是 
无路可通的. 

人们在认识上往往受传统习惯势力的限制，面对一个实际问题，通过一定分析 
得到了描述它的数学模型.现在需要求解它！人们的目光一下子完全集中在求解自 
己建立的这个特定的模型上，比试水平的高低，完全看你有没有办法求解自己建立 
的特定模型上（自己给自己出的难题上!) . 在一个群体在 一起工 作时，会出现这样的 
情况，大家都只顾自己的面子，千方百计想法求解所建的模型，似乎说连这样的模 
型都无法求解，自己的数学水平也太低了.有的人甚至会说作为一个数学难题，我 
也要把它攻下来.这时很少有人提出能不能动一下模型.至少可以问 一下： 模型建 
得好吗？有没有别的建法？这可以看出，应用研究如果跳不出纯粹数学的圈子，思 
路会受到很大的束缚，就连自己最根本的目标——解决实际问题，都忘了. 

从最终目标是为了解决实际问题看，当你面对一个实际问题时，最初，既无数 
模也无算法.理论上讲,对这个实际问题，可以建立很多个数学模型，人类掌握了很 
多方法.人们走的是这样的一 条路： 一旦建立了数模，就试图从人类掌握的（或者 
说自己掌握）的方法库中寻求一种求解方法.这就固定模型寻求求解方法.人们几 
乎都走这条路.除了上面提到的传统习惯的影响原因外，从实际问题中提取数学模 
型非常难，也是重要原因.人们一般不敢轻易更动自己辛辛苦苦建的数模，一旦更 
动易造成失真. 

我们从模型、算法固定和变动的四种形式组合上分析一下，也许能看得更清楚 
些： 

(1) 定模动法，这就是以上刚提到的，模型固定了再去寻求求解算法的做法，人 
们常走的路子. 

(2) 定模定法，人们手中掌握固定的方法，去寻找能用此定法解决的实际问题 
的特定模型.即只有在实际问题必能建立此法生效的特定模型时，此路才通.普及 
数学方法时就是如此. 

(3) 动模定法，只有当面对的实际问题形成的数学模型、更动后既不失真,又可 
以用手中掌握的固定方法去解决时才有效.普及数学方法时也常遇到这种情形. 

(4) 动模动法，这是说当面对的实际问题形成的数学模型，只有通过更动模型 
(目标或约束)，才能在自己掌握的方法库中找到一个方法或创造性地提出一个新方 
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法与这个更动的模型相匹配，它恰是解这个更动模型的好方法. 

这种更动目标函数或约束条件，或两者同时更动的方法，我们称之更动目标约 
束法.实践证明，它是非常有效的. 

4. 要充分认识比定理更重要的东西 

纯粹数学的进步在于各种创新工作的突然出现，而创新是各式各样的，比如新 
的概念和新的技巧在解决某个纯粹数学问题时的突破，这些突破性的成果又以新的 
概念和新定理的形式出现在令人兴奋的论文中. 

以解决实际问题为目标的应用数学研究，与纯粹数学不完全相同，它的突破性 
成果往往不是以定理形式出现，而是解决问题的思想、技巧形成的一些原理、原则、 
算法，这些原理、原则、算法常常不是出现在论文中，而是出现在研究报告中.事实 
上,在纯粹数学研究中，一些原理、原则、算法也比定理还重要，比如鸽巢原理（抽 
屉原则)，多少数学家用它解决过不知多少 难题； 又比如归纳法，那是一种算法式的 
证明程序,它为数学家解决的难题数不胜数.应用数学研究中除了运用纯粹数学的 
原理、原则、算法外，还有它自己特有的原理、原则、算法.比如，动态规划中的最 
优化 原理； 求解整数规划中常用一种算法技巧——分支定界原理，这是众所周知 
的.在应用数学研究中，像模型算法一体化思想、更动目标约束思想，如同以上提 
到的原理、原则一样，它是一种思想.但有这种思想和没有这种思想，在解决实际问 
题时是不大一 样的. 思想、原理、原则，它的具体应用完全在于使用者的技艺和灵 
活性，如同一个棋手的下棋艺术，一个外科医生“一把刀”的使刀技巧. 

华罗庚在中国探索并发展应用数学时，希望中国的应用数学研究要有自己特殊 
的思想风格.中国古代数学就有其独特的体系和独特的表现方式.西方的欧几里得 
体系着重抽象概念与逻辑思维以及概念与概念之间的逻辑关系.我国的传统数学则 
不同，它基本上是一种从实际问题出发，经过分析提高而提炼出一般的原理、原则 
与方法以最终达到解决一大类问题的 体系. 这种体系也十分完整与严密，形成了特 
殊的思想风格. 

这里必须说明 两点： 

(1) 西方的欧几里得体系在世界数学发展史上占着极其重要的地位，至今仍是 
基石,它建立了一整套世界各国公认的，抽象、严格的逻辑证明体系，推动着纯粹数 
学各个分支的发展.在东方，古代中国数学发展走了另一条路子，长期以来人们清 
楚地分析了这条路子给中国数学发展带来的负面影响、甚至十分痛惜.以上叙述不 
过想强调一下中国古代数学发展中也有其精华部分，我们要肯定它、继承发扬它， 
尤其对于应用数学更是如此.在当今计算手段髙速发展的信息时代,人们要用数学 
去解决许许多多实际问题.面对这些实际问题时，中国古代的数学思路与当代数学 
思想之结合，是十分有益的. 
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(2) 在中国，应用数学的发展，从道路上讲，比纯粹数学更艰难些.人们对它的 
认识有相当大的误区，甚至出现两个极端片面 看法： 一种认为应用数学太简单、没 
什么思想、不值 一搞； 另一种认为应用数学要解决实实在在的实际问题，太辛苦太 
困难了，不如搞理论花得来.还有，在纯粹数学中公认的东西，在应用数学中出现, 
人们不一定认可，即使认可，份量也轻得多.前面提到的“原理”、“原则”、“算法” 
程序，就是 一例. 这些东西出现在纯粹数学中,人们视之为宝贵 思想； 出现在应用数 
学中，就不以为 然了. 这就不利于正确评价应用数学工作,也就影响了人们投身应 
用数学的积极性，影响了应用数学的发展. 

更动目标、约束思想，是在某种意义下寻求等价的另一种数学模型，以便更灵 
活地寻求其求解算法的另一种途径.数学上完全严格的等价形式，在纯粹数学研 
究和应用数学基础理论研究中是常见的.但从应用研究角度看,人们的目的在于解 
决实际 问题. 因此，我们视“等价”一词有更广泛的含义.这正如 G . B . Dantzig 所 
说 :“许 多现实问题的提法，带有某种柔性 ( softness ), 即缺乏精确性，这就允许它们 
有许多等价的数学表达 方式； 我们所说的等价，并不是数学中一一对应意义之下的 
等价，而是指在应用目的方面的等价.从人们寻求解答的观点来看，问题的一种提 
法恰巧与另一种提法同样令人满意，但也可能一种提法可用数学方法进行分析和求 
解.另一种却无望用数学方法解决 •” 而我们提出的更动目标约束法提供了数学与 
实际结合的更广泛意义的等价含义. 


5. 模型算法一体化思想、更动目标约束思想的一些实例. 

(1) 模型算法一体化思想在应用数学好 
的模型和算法中，得到了充分的体现,只不过 
人们没有像华罗庚那样认识它、抓住它.以 
下是些实例： 

①图上作业法. 

1958年，中国曾普及推广一种特殊的应 
用数学和运筹的方法，就是中国独创的运输 
问题的图上作业法.模型就是在交通运输示 
意图上，标好需要调运的某物资的收发地点 
及收发数量. 

如果道路不成圈，按口诀“抓各端、各端供需归邻站”办，就得最优方案. 

如果道路有圈，则先在图上做流向图.所谓流向，就是从发点到收点间的货运 
方向.统一规定，从发点到收点的路线右旁画一条带箭头的线.按以下口诀办也就 
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能得最优解. 口诀: 


流向画右旁，对流不应当； 

里圈与外圈，不超半圈长. 

如果不满足口诀，就在图上调整，故称图上作业法. 

这是一个模型算法一体化的典型实例.它有一般的模型，那是一个线性规划模 
型. 

设有 m 个发点，各有 a , 单位物资 ( t = l ,2,---, m);n 个收点,各收~单位物资 
= 1,2,…， n ). 从第 i 个发点到第 j 个收点的距离为屯•(公里)，且 = J 2 b i - 

请给出最好调运方案，使总运输力最省？ 

假设从第 i 发点运往第收点的物资最为:那么这个运输问题的一般数学 

<=i i=i 

8 - 1 f>, ， - h, 

i=l 

. Xij >0 ,t = 1,2,••• , m,j = 1,2,• • • , n . 

它可以用线性规划的一般算法求解. 

② 中国邮路问题 

邮递员从邮局出发，跑遍他所负责的投递街巷,把邮件和报纸送到居民手中，然 
后回到邮局.问他该怎么选择路线，才能使走的总路程最短？ 

这个问题的一般数学模型是一个特殊的线性规划问题. 

根据问题的特性，管梅谷提出了一个模型算法一体化的方法，称奇偶点图上作 
业法.国外文献上称之为“中国邮递员问题”.华罗庚很赞赏管梅谷的贡献，称他 
为“山东第一条好汉”. 

③ 统筹方法 

统筹问题中的模型算法一体化就不必重复了.本书在前面己经把它的模型与 
算法详细讨论过. 

④ 优化问题中的许多好算法，仔细琢磨一下，也都是模型算法一体化的，比如 
线性规划的三个主要算法.线性规划的一般模型是 


max ( min ) c T x 
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f Ax ^ b 
s . t . < 

[x^O. 

G . B . Dantzig 为了给出单纯形法，他把线性规划的不等式约束，变化成他的标 
准模型——等式约束.只有在等式约束的模型上,才能施行他的单纯形算法. 

L . Khachian 的椭球算法的标准型是严格不 等式； N . Karmarkar 算法的标准型 
不但要求是等式约束，还有更多的其他条件. 

不过，这些是理论上追求的算法，它的模型算法一体化与从实际问题中建模达 
到模型算法一体化，是不完全一样的. 

⑤基于模型算法一体化思想的一种新的线性规划算法. 

这个新算法发表在《中国科学》1998,第28卷第1期.众所周知，线性规划己 
有三个主要 算法： 1947年 G . B . Dantzig 提出了单纯形算法，经过四分之一世纪的 
实际应用，效果不错.但在1971年， V . Klee 和 G . L . Minty 给出一个例子，说明单 
纯形算法不是多项式时间算法.1979年 L . G _ Khachian 给出线性规划的第二个主 
要算法，即椭球算法.椭球算法是一个多项式时间 算法; 这在理论上证明了线性规 
划存在多项式时间算法.但是，拥球算法在应用上是实际不可行的 . 1984年 N . K . 
Karmarkar 给出了第三个线规划的主要算法-投影尺度法，它也是一个多项式 
时间算法,在实际应用上，它正在与单纯形法竞争,一比高低，但至今也未能下最后 
的结论.当1979年 L . G . Khachian 的椭球算法和1984年 N . K . Karmarkar 算法 
出现时，都曾经轰动世界.1984年华罗庚根据他的深邃的数学直觉，曾推测说 :“线 
性规划可能存在一个非常简单、非常初等的算法”.也就是说，己出现的线性规划 
的算法，都还不是最好的算法，人们还应当继续寻求线性规划的新算法.无独有偶， 
1998年, S . Smale 为世界21世纪数学发展提出了 18个问题，其中第9问题就是线 
性规划问题.看来，线性规划新算法的研究在21世纪初可能会掀起一个高潮. 

这里叙述的线性规划的新算法，是寻求线性规划有效算法的一种尝试.它在构 
思上的特点是基于模型算法一体化思想，也可以说是在模型算法一体化思想引导下 
进行理论探讨的一项成果.前面我们一再强调模型算法一体化思想，对于面向实际 
问题以解决实际问题为目标的研究更为有效.这里是进一步说明在理论研究上，这 
种思想也是有效的.这种算法的另一个特点是它的核心算法，既简单又初等，有效 
地利用黄金分割法、二分法及其它简单计算方法.这种算法的第三个特点是无需矩 
阵求逆计算.线性规划三个主要算法中有实际应用价值的是单线形法与 Karmarkar 
算法，这两个算法的基本运算就是大型矩阵求逆，计算量之大是容易看出来的.由 
于无需矩阵求逆计算，因此迭代过程中，不破坏原始方程系数，始终保持原始系数矩 
阵.计算误差（累积误差）小，精确度也就比较高，这点也优于单纯形法和 Karmarkar 
算法.在单纯形法和 Karmarkar 算法中，由于不断求逆迭代，误差很大，容易引起 
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失真. 

还有两个特点也值得一提,其一是对于实际问题，在运行中的线性规划系统，本 
身就有一系列可行解.这些可行解对于采用单纯形算法和 Karmarkar 算法的优化 
过程是没有 用的. 可是对于我们的新算法，这些可行解就非常有用.其二是从理论 
上说，最初的若干可行解如何获取，一般来说，这些可行解的获取也只有像单纯形 
法和 Karmarkar 算法一样，采用大 M 法或二段法.但是我们给出了另一种求最初 
若干可行解的新算法，这就是基于更动约束法的新椭球算法.这种新補球算法在下 
面我们马上就要提到. 

新的线性规划算法的意义在于它是面对现实线性规划的算法，而不是主要在数 
学上的新算法.现实线性规划问题，由于它是客观运行的，它己有可行解，这些可行 
解对于已有的别的算法是没有用的.己有的那些算法必须用数学的方法,从它建立 
的模型（线性规划模型）中通过算法自身运算产生第一个可行解，有人估量从模型 
自身到第一个可行解的得到所花的计算量，大约是算法起动到获得最优解全部计算 
量的一半.客观运行的己有的可行解对新的算法是可用的.这就大大节省了初始计 
算量.另外,现实的线性规划问题,寻求的是得到比现在运行的方案好的方案，而不 
必是最优方案.逐步改善的方案是人们所希望的,一步登天的方案往往是不现实的. 
新的算法正是可以从现有的可行方案出发,逐步优化，达到人们认为满意了就停止， 
未必要寻求理论上的最优.理论上的最优也许离现在的“满意解”不远，但还要花 
费极大的计算量.再说一个企业的利润假如是千万元级的，要求利润最大的线性规 
划问题，方案的目标值差几百元就可以不计较了，更不要精确到小数点以后的值了. 

一句话，我们寻求的是实际可用的好算法，而不一定是数学上的好算好，这也 
是华罗庚的主张,他说, 0.618 法是实际可用的好算法，即使在不是单峰函数的情况 
下也有效.如果从数学上考虑，应该对非单峰函数，研究它的求峰（谷）值的算法. 
遇到实际问题，首先要先判别它是不是单峰的，然后再决定用什么算法. 

(2) 关于更动目标约束法的 实例： 

在纯粹数学研究中，数学上严格的等价关系到处可见.在应用数学基础研究中， 
我们也常把一种数学模型按某种规则更动其目标和约束，转变为等价 的另一 种数学 
模型. 比如： 

① 线生规划把原规划转变为其对偶规划 

maxc r x tamb T y 

8 . t .( s . t .( yTA>C 
\ x^o \ y>o 

原规划——等价——对偶规划 

② 一些非线性规划也可以把原规划转变为其对偶规划 
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③分式规划通过变量代换使其转变为线性 规划: 



通过变换 maxZ T j / 0 

(Charnes — Cooper ) 


^|<l ， i=l ， 2, …， 71 

t= vb 0 

U^O 

w = tv 

V^O 

z = tu 


f W T Xi - Z T Vi > 0 
I W T x 0 = 1 

I W^O 

[ z^o 


分式规划 -等价一 


线性规划 


④整数规划中 Gomory 割平面法，就是利用不断更动约束（割平面）的办法， 
寻求其整数解. 


⑤变压器优化设计问题 

这是我们在 1975-1977 年间完成的研究成果，曾获全国科学大会奖，中国科学 
院重大科技成果奖.我国电力变压器设计在此成果完成之前，一直处于手工设计阶 
段.此成果的完成标志着我国电力变压器设计进入了一个新阶段.对这个问题我们 
所建立的数学模型是混合型整数规划问题，求解难度大.后来，我们采用更动目标 
法,把原目标函数更动成两个函数的绝对值之和，形成一个等价问题.表面上看，问 
题的数学模型更复杂了（因为出现了函数绝对值的极值问题).实质上，我们抓住了 
目标函数的特殊性质,给出了一种特别有效的算法.因为数学模型的描述需要很长 
的篇幅，我们简述 如下： 

原问题为 



其中 S 为约束集合，其元素必须满足许许多多函数方程.它等价的更动目标后的问 
题为 

« un { l ^( a：)-Pol + |£/( x ) -« o |}. 

以二维为例.由于 P ( x ), U { x ) 具有特 性：在 X !, a : 2 取值范围内， 

® 尸(3：)是 Xl , X 2 的降函数； 

© UOr ) 是町的增函数 . 的降函数. 

假定 a ^ x \^ b , c ^ X 2 ^ d , 我们取此矩形中心 i = ( ST , 巧)，其中可== 
我们计算⑺•令 P ( X ) = p , U ( X ) = u . 不论以下4种情形中哪一 
种 出现： 

I -p < Po>« < «0> ll.p^Po,U ^«0, 
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III. p^po,u< Wo, VI.p>po,u>«o, 

总可以去掉原来矩形区域的一半，只需在剩下的一半区域中去寻找好的解. 

这实际上是利用目标函数特性给出了整数规划分枝定界法的一种特殊技巧.如 
图1 所示. 这是一种特殊的平面区域对分法.华罗庚教授对这种灵活的处理技巧给 
予了很高的评价. 


% 


u * 

P 小 

尸大 

u x 


图1 

⑥军队营房翻建经费合理分配问题 

我军后勤营房翻建任务很重，合理分配这种经费对我军建设具有重大意义.通 
过系统分析与综合，我们建立了一个具有6000多个整数变量、2000多个约束条件 
的整数规划模型.为了寻找好的算法，我们采用了更动目标函数法，引进了新的概 
念，把目标函数更动为一个矩阵函数的极大极小问题. 

为方便起见，我们简记原问题为 


更动目标后的问题为 



m&xF(x). 


>4ii(z) i4i 2 (x) --- 

Am(x) 

^2l(x) A22 (x) 

A 2n (x) 

Ajnlil) ^4 m 2(x) ••- 



其中 S 为约束集合,其元素必须满足2000多个函数等式或不等式. 

这又是一个从表面上看，把问题复杂化了的处理，实则不然，根据问题的特殊 
性，我们给出了一个很好的求解算法.此项成果曾获国家科技进步二等奖. 

⑦线性规划更动约束的一种算法 

这是一种简便的近似算法.为了简洁，我们用框图表述之.算法的逻辑框图见 

图 2. 
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许多实际问题的目标函数的上下界是可以估算的.比方某个工厂建立的 LP 模 
型,它的目标函数是利润函数，而利润的上下界大约为 a = 1500万元 ，0 = 2000 73 
元，它们是可以估算出来的，那么，利用目标函数不等式 
c T x^^ - 

增加一个约束，我们只要判定增加此约束条件后有无可行解即可.当然判定一个线 
性不等式组有无解，不是易事.但这可以利用单纯形算法两段法的第一段算法.还 
可以利用我们提出的新椭球算法（见以下⑨).对一个实际问题来说，比方以上提到 
的工厂追求利润的问题，它无需求得数学上的賴确解.利用以上更动约束法，经过 
目标函数取值区间的几次对分，也就满足要求了.这种算法既简单又易于控制 ，所 
以解决如此类型的问题是很有效的. 



⑧多目标线性规划的一种算法 

多目标问題,实际上是寻求一个各目标（各方）都能接受的，某种意义下的采协 
解，一般说来，每个目标都达到最优的解，是不存在的.我们用框图（图 3) 来说明 
一种多目标规划的更动约束法 如下： 

这里，估值 auBt 是事先给定的;^为妥协精度，也是事先协调好的. 


V© 
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图3 


⑨新椭球算法 

这是一种基于更动约束的思想与方法，提出的求解线性规划的新椭球算法.它 
与 L . G . Khchian 的原椭球算法不同，在新算法的椭球迭代过程中，不仅用约束不 
等式割掉不合约束集的半个椭球（椭球中心不在约束集内时)，称之为约 束割； 而且 
在椭球中心落在约束集内时，它用目标不等式割掉含约束的半个椭球，称之为目标 
割.新算法的不等式系统是原规划（或对偶规划）的约束不等式与目标不等式组成 
的（规模小)，而不是原椭球算法中的 K - K - T 条件组成的不等式系统（规模大).这 
种新椭球算法，既有多项式计算复杂性的特性，又在迭代过程中得到一系列单调趋 
向最优解的可行解（在可行解存在时).如果认为已得满意解，可随时停机.因此新 
算法更为实际、有效.对于实际问题，大多数是变量有界的，初始椭球不大，新算法 
更为有效. 

这种新椭球算法，还给出了一种在数学上求线性规划第一个可行解的办法.到 
目前为止,线性规划求第一个可行解的办法只有 两个： 一个利用单纯形法迭代的大 
M 法，另一个是利用单纯形法迭代的两段法. 

如上所述，新椭球算法有两种切割椭球&的 办法： 一是约束割，另一是目标 
割.而且对于每步迭代皆取这两种切割之 一. 切割后，我们必须构造 E k+1 D \E k , 
使得 Vol (五 fc+1 ) < ei^Wol(E k ). 

① 如果玢 取约束割 : 构造 E k+l 的作法与原稀球算法相同，此时 x k i {Ax < 
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6}, 其中是上标，则存在下标 i , 使得 ajx k ^ b . 

^E k = E k n{of* < alx k }. 

x k+1 = x k - 

丑 fc+i = n 2 _ i _ ^-^-j[BfeOi(Bfcai) T /(af B* ： ai)] 

E k +i = {(a ： - i fc+1 ) y B J ^ 1 (x - x k+1 ) < 1}. 

新椭球算法迭代框 图为： 
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这里 E k+l D 私门 {afz 彡 bi }. B ^ 是对称正定的，也是对称正定的. 
Vol(Bfc +1 ) < e_i(" +1 )V01 ⑹ • 

© 如果五 * 取目标割，此时 a: fc 癸 {Ac < 6}, \ E k = E k C \{ c T x < c T x k }. 我们 
有： 

x k+1 =1* - ^^y(Bfcc/(c T J^c)i). 

B k+i = n2 n _ t |s fc - ^-j[Bfcc(Bfcc) r /(c r B*c)]|. 

E k+1 = {( x - ^ 1 )}. 

这里 E k+1 D E k C \{ c T x < c T x k }. B ^ 是对称正定的，也是对称正定的.同样 
Vol(E fc+ i) < e -i(»+i)Vol(£； fc ). 

⑤初始化，当 * = 0时，取 £b = 9 ( 0 , 2 2 L ), Bo = 2 2 L I , x ° = 0 . 

6. 二（多次）次建模思想 

更动目标约束法就是二次建模的做法.我们这里说的二次建模有更普遍的意 
义.在不更动目标和约束的情况下使所建的模型通过二次建模变得更容易求解，也 
具有很高的智力技巧.这里仅举几个例子说明这个问题. 

(1) 变压器铁芯最大截面 问题； 

(2) 露天煤矿优化设计问题. 

这两个问题的第一次建模都是整数规划模型或混合整数规划模型.如果套用 
任何一种现成的整数规划求解算法，都难以实现求解的目的.因此，我们进行了二 
次建模.在第一次建模的基础上，我们又建立了它们图与网络模型.把这两个问题 
的原来的数学模型化成一个最短路的问题，利用动态规划最优化原理，我们给出了 
它们求解的很好的算法. 

这两个问题的一、二次建模及其求解算法，详见有关文献（以上所有案例，详 
见《中国科学》1995年第25卷第二期第146页的文献). 

人们会问，为什么不能一下就建第二次的数学模型呢？看了这两个例子就会知 
道，没有第一次模型，不可能构思第二次模型，第二次模型不是直接从实际问题能 
提取出来的.它是在第一次模型基础上的更高地抽象和提炼. 

7. 关于 *36 个字 • 

1982年底，华罗庚在病中写了 “数学方法与国民经济” 一书的征求意见稿，副 
标题为“统筹优选运营学”.该书分三部分，用“前言”、“中论”、“后语”分开.在 
该书中，华罗庚叙述了他过去提出的36 个字： 

大统筹，广优选，联运输，精统计，抓质量，理数据，建系统，策发展，利工具，巧 
计算，重实践，明真理. 
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他谈了 36 个字的形成过程，以及其中的主从关系，以便搞普及数学的工作者 
和后来从事应用数学的人能全面的理解掌握它.下面引述他的一 段话： 

“在本世纪中叶”，……想把国民经济搞上去的愿望，明知学识和经验不足, 
宁可放着驾轻就熟的理论专长于第二位、硬着头皮进行尝试,初步归纳出12 个字： 

大统筹，广优选，联运输，策发展 

后来学习了国内外不少文献，觉得五光十色名目繁多，经过一定的大刀阔斧地去粗 
取精、去伪存真的分析研究,其林林总总，似易实同的东西可以概括为发展36个字 
(见以上提到的).经过分析再分析,有主有从觉得休道36个字，归根结底，重点还 
在于“统筹”和“优选”两法，也就是为“全国一盘棋”与“进益求精”两用的两法 
(常用“精益求精”，我改了一个字,请抹印的同志不要“纠正”） 

“联运输不是在运输问题上求最优解吗？已 有一套 常用的方法，“线性规划” 
能解决这样的 问题. 统筹方法己注意“时”与“空”，策发展是用统筹原则来安排较 
长时间的计划问题 

“统筹与优选之间也是密切 BB 合的 

8. 小结 

综上所述，华罗庚应用数学思想与方法论的 要点： 

(1) 分类观点 

不去无谓地谈论应用数学为何物？应用数学面很广、又是多层次的，必须分类 
认识之.不同类有不同的特殊本质，处理它必须有特殊的 方法； 不同类中又可以根 
据问题的所涉及的面和不同层次，分成细类或特殊专题加以研究. 

评价应用数学工作，不同类必须有不同的评价标准.这才有利于应用数学的发 
展. 

(2) 创新意识 

不要以为纯粹数学才强调创新.创新是第一位的，对于从亊应用数学工作的人, 
不论在搞普及型的还是创造型的工作，都必须有创造性.任何人要 做到： 工作在我， 
评价 在人； 贵有内秀，不争虚名. 

(3) 探索精神 

要永无止境地探索应用数学的发展道路，探索解决问题的方法，探索应用数学 
人才培养.不在言,而 在行; 说万句，不如做一件. 

(4) 基石与尖刀 

华罗庚从事纯粹数学研究，在方法论上的特长，正是他从事应用数学研究在方 
法论上的基石与尖刀.这是决定他从纯粹数学研究转向应用数学研究的关键因素 
之 一■ 
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(5) 模型论 

一切问题都可能是数学问题，都有它的数学结构，都可以建立数学 模型； 但是, 
同一个问题从不同角度描述它，可以有不同的数学模型.要解决实际问题，就要寻 
找其特殊模型. 

(6) 算法论 

在面向实际问题，以解决实际问题为最终目标的应用数学研究中，对所建的数 
学模型必须有求解的算法与之匹配，否则所建的数学模型是没有任何用处的.从这 
个角度看，算法研究成了关键性的.但这不是华罗庚的算法论观点.在华罗庚脑中 
常常有许多三角形关系，比如 

理论:-实际 模型-算法 



应用 实际 


他在考虑这些三角形关系时，常常不是线与点的联系，而是整体思维.因此,在考虑 
后一个三角关系时，他的算法论特 点是： 模型算法一体化思路，当然其基础是实际 
问题,这里的基础是考虑问题所依赖的与背景.如果不能达到这种境界，那么，就要 
强调“灵活”地处理,采用更动目标、约束思想、二次建模等手段，这就是他的算法 
论所提倡的.只有这样，才能真正解决实际问题，才能有创新. 

(7) 辩证思维 

在解决实际问题的过程中，模型与算法的形成，不论是一体化的还是经过更动 
的，关键在于对实际问题的调査研究和系统分析.在调査研究和系统分析中，必须 
有很强的辩证思维能力.这里不重复前面己提到的华罗庚辩证思维的方法，那是他 
一生做学问磨炼出来的.在他从事应用数学研究之后，他的辩证思维特点主要集中 
在三个 方面： 整体的思维方式，交叉综合的思维方式，以及逻辑思维与非逻辑思维 
(特别是形象思维）相结合的思维方式.形象思维在普及数学方法过程中起了重要 
的 作用； 在创造型的应用数学研究中起了更大的作用.对于客观世界中的实际问题， 
当它展现在你面前时，你对它感觉是不全面的，起初远不能抓住它的本质，人们总 
是从猜想开始，然后进行逐步地科学论证.这种猜想与纯粹数学猜想相比，更源于 
形象思维.有了形象思维，逻辑思维才能展开论证工作.所以，逻辑思维与非逻辑思 
维两种思维方式的结合，对面向实际问题的应用数学研究是非常重要的.人们可以 
举出许多通过形象思维方式建模的例子，尤其是通过形象思维建立模型算法一体化 
的框架的实例. 

(8) 交叉、综合与开拓 

许多实际问题的解决要靠多学科的交叉综合之 合力； 这种学科之间的综合与交 
叉，不但利于解决实际问题，也有利于个人知识的开拓，开阔视野，开展创新工作. 
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这就要求人们菩于学习、会团结人. 

(9) 群体论 

应用数学研究强调群体力量、团队稍神，这与纯粹数学研究不同.这种学科内 
部的群体合力，是解决实际问题的真正保证.华罗庚在普及数学方法时，依靠小分 
队的 力量； 在攻关解决重大实际问题时,依靠联合研究组集体的努力.他对群体的 
每个人 要求： 勤奋、实干. 

(10) 基础论 

华罗庚认为应用数学工作，不论是普及型还是创造型，要想获得成功，非常重 
要的条件是要有雄厚的数学基础.当然应用数学的基础在深度和知识面的广度上， 
与纯粹数学的基础要求，不完全一样.但是他们在数学的思想和技巧的修养上的要 
求是完全一样的. 

(11) 后劲论 

华罗庚的后劲论原先是对纯粹数学研究而言的，他认为从事纯粹数学研究的 
人,基础理论越雄厚后劲越大.后来，他在从事应用数学探索过程中，认识到应用数 
学更有后劲问题，而且对于面向实际问题的应用数学研究，除了基础理论厚薄影响 
后劲外，经验知识的积累多少也影响 后劲； 一 般说来，随着工作时间的增加，这些非 
书本知识积累越丰富，这有点像中医大夫,越老越“神”，越老对实际问题的洞察能 
力 越强. 他私下说，这种后劲论不可宣扬，他说中国应用数学队伍，不论从数量上还 
是学术水平上，都差得远.假若一宣扬这种后劲论,怕就有人倚老卖老，以为能自然 
熬成仙，实为懒汉懦夫，一害本人，二害应用数学队伍的名声，要是那样，中国应用 
数学就要走弯路了，人们就更看不起应用数学了. 

说到应用数学队伍，他心里是多么希望原来搞纯粹数学研究的和搞应用数学基 
础理论研究的人,有一批力量转向面对实际问题的应用数学 研究； 他多么希望这批 
力量也跟着他一起“下水”尝一尝普及味，再搞提髙与创造.他认为这批力量是有 
后劲的，但必须转到面向实际研究的方向.他也很明白，这批人走上这一步很难，从 
思想上“跳出来，是很不容易的!”在谈论这些问题时，他甚至很激动，但最终他还是 
很理解他们，只是觉得非常惋惜！ 

(12) 动力论 

人们会问，华罗庚何以成为伟人？他一生勤奋、探索、创新、开拓、拼搏、爱 
国，他的动力来自何方？直至他一生的最后几年，重病在身，仍然战斗不息.大年初 
当一位学生劝他保重身体,少在外地劳累时，他急了并 直言: “死在家里,或死在 
外头，不是一样吗!？人家不了解我，你也不理解我!？”他仍在国内外奔波，最后战死 
在疆场（倒在东京大学的讲坛上，离开了人世，这在科学史上也是罕见的).他何以 
能这样顽强的拼搏？他的动力 来自： 为了祖国、为了中华民族.为了抗日战争，他 
放弃在英国剑桥的优越科研条件赶回祖国、在条件艰苦几乎与世隔绝的昆明苦战， 



华罗庚文集 


就是一个明证；为了建设新中国， 19 50年他又放弃在美国的优厚待遇赶回祖国，又 
是一个 明证； 他这次回国时发布的公开信，铿锵有力地号召在国外的学者，为了祖 
国，为了民族,应该回去，回到祖国，共同建设自己的家园.他回国后呕心浙血为发 
展中国的纯粹数学和应用数学 事业. 他以毛泽东表扬他“不为个人而为人民服务” 
为最高奖赏，又是一个 明证. 学术上的为祖国、为民族、为人民服务，以及平时行动 
上为祖国、为民族、为人民服务的事情，比比皆事，举不胜举. 

他教育自己的学生，干事业必须有动力，他指的动力就是，为了祖国、为了中华 
民族以及敢于接受挑战，敢想、敢干、敢拼搏的精神.这就是他的动力论. 
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附录（ III )数学现象、数学技术和数学工程 ® 


(1) 数学现象 

华老在跟我谈论把实际问题变成数学问题（建模）的重要性时，非常强调灵活 
性.同时强调数学的洞察力或数学的直觉判断力.他 提一个 重要的 观点： 数学现 
象.他认为洞察力、直觉判断力、灵活性都是通过观察数学现象才能达到很高的境 
界.因此，他赞成 “一切 问题都是数学问题”的观点，这是因为一切实际问题都蕴含 
着数学 现象. 我第一次听华老阐述他的观点时感到十分新奇，他 说:“ 自然界存在着 

种种现象，物理现象、化学现象、生理现象 . ，也存在数学现象.物理学是研究 

物理现象的，化学是研究化学现象的，生物学是研究生物现象的 . ,数学是研究 

数学现象的•”这是对数学本源的一种 认知. 后来，我看到东方血统的几位著名数学 
家、菲尔兹奖得主小平邦彦、丘成桐、陶哲轩也有同样的看法，小平邦彦晚年发表 
过几篇文章或报告谈自己一生的感悟.他说他一生埋头做数学研究，发现了几个定 
理,获过大奖，但回过头来问自己，数学是什么？自己也说不清楚.晚年他悟到人有 
“数觉”，不同的人数觉不一样，这跟人有“音觉”一样.他看到了“自然界的背后确 
确实实存在着一个数学现象的世界”，“数学是研究数学现象的学问”.他与华老 
的感悟是一致的.丘成桐认为“数学研究的基本对象是自然的一部分”，“自然数、 
球面、 Riemann 面是自然的一部分”，“数学的一般理论需要大童的现象学研究”. 
陶哲轩也谈到了数学现象. 

以往人们不提数学现象，那是因为人们没有看到数学现象，在回答什么是数学 
这个问题时，人们都说不清楚，似乎数学天生是抽象的靠逻辑演绎的东西，不论是 
直觉主义流派、逻辑主义流派，还是形式主义流派，都是就数学的一个侧面性质来 
谈数学.数学现象的观点对应用数学的发展是重要的，对纯粹数学的发展也是重要 
的.世界上的一些数学天才，洞察数学中很深奥的东西，应该说他们看到了数学的 
“崇山密林”、“髙山险峰”中人们看不到的数学现象，有的说是神的点拨，如拉马 
努金,那是深层次的数学现象在他头脑中的反映，拨开一层层迷踪突然看到的奇观, 
他把这一切归功于他家乡的女神. 

(2) 数学技术 

1980年8月在美国旧金山召开的第四届国际数学教育会议上,华老应邀作了 


①摘自扬德庄纪念华老100周年华 SI 文章“恩重如山——数学大师指导我们做应用数学” 
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题为“在中华人民共和国普及数学方法的若干个人体会”的报告，谈到了普及数学 
方法的三个 原则： 

① “为谁”？或“目的是什么”？ 

② “什么技术”？ 

③ “如何推广”？ 

华老在北京医院与我长谈时，我问华老以上三原则中的第二条原则为什么不 
是“什么方法”，而是“什么技术”，报告的题目是普及数学方法的体会，华老听后， 
先是笑，后又乐了.他说 ：“你 是第一个提这个问题的人，说明你看得很认真、很仔 
细，这是我的伏笔”.听到“伏笔”二字，我立刻联想到华老给我们上课的讲义常 
常用伏笔，“草绳伏线，意在千里”，但不知这里伏笔的含义.华老见我不解，解释 
说 :“应 用数学是一种技术，现在人们没有认识到，将来会认识到的，等将来国际上 
—旦有人提出数学技术的观点时，你就说我华某人早就看到了. ”果不其然，我后来 
看到了国外有人对数学的新认识，出现了数学技术的提法.如“当今被如此称颂的 
高技术,本质上是一种数学技术” ( E . E . David ), “数学是关键技术之关键技术” ( H . 
Neunzert ) 等等， Atiyah 也把纯粹数学中的一些技巧称为数学技术.自从有了华老 
“数学现象”和“数学技术”的点拨，我在做应用数学实际项目时，观察分析问题的 
境界就不同了. 

(3) 数学工程 

在数学现象、数学技术观点提出的同时，华老还提出了另一个重要 观点： 数学 
工程.这里有一段佳话，钱老（钱学森)、许国志在文章（报告）中称赞华老是“国内 
搞系统科学的先行者”.华老在文章（报告）中称赞“钱老、许国志是国内最先倡导 
发展运筹学的”.大师之间互相肯定、互相尊重、互相切磋，为中国科学技术做出 
贡献的同时,互相鼓励，为中国科技界做出了榜样.华老不仅称赞钱老、许国志，而 
且还善于学习别人的长处，这也是华老的科学生涯中最为突出的品格之一.1936年 
访英时，学习剑桥学派如何搞纯粹数学；1946年访苏时,学习前苏联除了纯粹数学， 
还有如何发展应用数学以及培养人才的数学竞赛 经验; 后来在美国，学习更加全面， 
特别是向冯 • 诺依曼学习，如何发展计算机及相关学科.他认为钱老的系统论、系 
统科学和系统工程是可以与数学科学、数学技术相结合的.他提出应用数学面对的 
就是宇宙中（特别是地球上）客观存在的或人类建造的各种系统.人类活动涉及经 
济、国防和社会发展的各个领域中的系统.大的如现代航天工程，二战期间研制原 
子弹的曼哈顿工程，小到一个工业生产的产品、一个装备…… . 这些工程、产品、 
装备……内部结构非常复杂,人类制造它们是为了实现某个或多个目标.这样的 
复杂系统具有多种现象，其中有数学 现象； 实现这样的系统要用到许多技术，其中 
有数学技术.透过系统的数学现象，运用数学技术，建立其数学模型与算法，并研 
制在计算机上可实现的软件，这个过程自身构成一个复杂的工程，称之为数学工程. 
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用数学工程来研究复杂系统，目前最引人注目的是数学仿真技术，因为它必须通过 
计算机系统来实现，人们也称其为计算机仿真，它涉及的关键技术是数学技术.正 
如俄罗斯数学家 A . ASamarskii 说的，这是一种“数值实验”技术.对一个系统，首 
先要进行调査研究和系统分析，构建它的数学模型，同时要研究一种好的算法，求 
解这种特殊的数学模型，然后要选择适当的计算机系统和好的软件工程，在计算机 
上实现数学模型和算法,他声称这是一种新的科学方法（石钟慈和国外的一些科学 
家称其为第三种科学方法)，并表 述为： 

Model 模型 + Algorithm (算法）+ Programme (程序） 

简称为 MAP 是一个真实世界到虚拟数学世界的一个映射.它实质上是华老所说的 
数学工程. 

(4) 发展应用数学,必须克服七个“先天不足” 

一个数学家看到了（悟到了）数学现象，并且明确提出“数学是研究数学现象 
的学问”，他就看淸楚了数学的本源.华老和小平邦彦各自独立地悟到了数学现 
象.更进一步，华老看到了数学技术、数学工程，这与他长期从事应用数学实践、 
他的整体数学观有关.他淸楚地认识到，在人类社会发展的进程中，数学的力量、 
威力和潜力.因此他始终倡导数学要为国家的建设、人民地福祉服务.这一点并 
非一般人，甚至包括科学和领导者所能认识到的，即使在数学处在世界领先地位的 
美国，上世纪八十年代，美国国家研究委员会主席普雷斯 (FVank Press ) 说，数学 
的重要作用“这一点却没有被人们充分认识到”，“国家并没有充分挖掘数学科 
学的潜力” ■••••• “为此，本委员会召集有关方面的著名科学家，组成数学科学资 
金来源特别委员会”.该委员会主席 E . E . David , 1984年，该委员会发表了报告 
“Renewing U . S . mathematics ： Critical Resource for Future ” 这份报告对美国的数学 
繁荣发展，保持领先地位起了重大的作用（这份报告中文版名称为“美国数学的现 
在与未来”).华老不仅主张大力发展应用数学技术，而且身体力行、亲自 实践. 他在 
艰难的探索实践中，充分认识到在中国发展应用数学比在美国发展更为困难，并总 
结了在中国发展应用数学的七大先天不足 之处： 需求先天不足，认知先天不足，人才 
先天不足,方法论先天不足，评价体系先天不足，交叉综合先天不足，资金支持先天 
不足. 

① 需求先天不足 

华老生活的年代,先是旧中国，经济基础薄弱，后是计划经济体制，必然导致对 
应用数学的发展需求不足. 

现在中国经济发展了，也引入了市场经济体制，需求增加了些，但也不尽然，人 
们的认识还停留在过去水平. 

② 认知先天不足 
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在中国一般人眼中，数学是抽象的、深奥的，数学对于促进经济发展、社会进 
步不大有关系，数学之有用的认知先天不足.为了破除人们对数学的神秘感，认识 
数学之有用，提高全民族的数学素质，华老除了在报刊上发表过数学之有用的文章 
外，还亲自普及数学技术，用大量的实例说明或证明数学之有用的观点.但华老认 
为，这还远远不够，因为普及推广所涉及的实际项目只存在简单的数学现象，研究 
复杂的数学现象需要发展更深刻的数学技术，而国内有这种认知的人太少了.当今, 
国外的有识之士的认知“数学是关键技术之关键”，“髙技术本质上是一种数学技 
术”是针对当今经济、科技发展中急需解决的、复杂的数学现象而言的.从某种意 
义上来讲，强国需强数学技术，而首先提高认知水平是非常必要的. 

③ 人才先天不足 

从整体上讲，我国的数学人才是不多的,真正搞应用数学的人更是少之又少，目 
前，我国大学教育中，对数学人才的培养模式，基本全部沿用培养纯粹数学人才的 
套路，应用数学的人才培养模式还有特探讨，人才先天不足. 

④ 评价体系先天不足 

在国内，人们一直采用评价纯粹数学的标准（以发表论文为主）去评价应用数 
学工作.由于得不到公正、公平的评价，导致数学人才不愿意去搞应用数学，因为 
它既难搞却又被偏见轻视,这种偏见认为应用数学是低水平的，无须髙智力的劳动. 
国际数学界也存在这种偏见，不过中国更甚.应用数学的发展必须有自己的评价标 
准和评价体系. 

⑤ 方法论先天不足 

纯粹数学已有经历几百年形成的一套方法论模式，应用数学还没有较为成熟的 
方法论，各国的发展都在探索之中.在中国，华老在实践中他感悟到方法论的重要 
性，他以特有的数学观，总结出一套应用数学的方法轮，以弥补其先天不足.但是, 
通常一般人并不了解、也不理解它的重要性.不少人虽然在搞应用数学，却依照纯 
粹数学的套路，随着文献走，因为这样最省事、也最容易得到承认. 

⑧交叉综合先天不足 

一般来说,纯粹数学研究主要依靠个体力量进行，而应用数学研究必须依靠团 
队的 力量. 这个团队不只是数学的，而是多学科交叉综合的.这一点在中国应用数 
学的认知上、实践上都存在着先天不足. 

⑦资金支持先天不足 

资金支持对于应用数学的发展而言至关重要.在这个问题上，华老说的不多，他 
仅指出这个问题的重要性.但他又非常了解我国的国情，解决此事在他那个年代几 
乎是不可能的.以华老的品格与风格，永远以为人民服务为先. 

目前，我国对数学研究的支持，主要侧重于纯粹数学和应用数学的基础理论研 
究.但在我国的经济建设与社会发展中，在各个领域都有大量急需解决的实际问题， 
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需要有许许多多应用数学技术人才攻关研究，这就需要大量的资金支持,可是，我国 
在这方面的资金支持非常不足.正如美国国家研究委员会主席 F . Press 说的 ：“要 
让政府、公众及科学界自身认识到，要是不重视这个至关重要的支持问题，我们将 
会面临怎样的危险 
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